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2.2 Struktura látky v učebnićıch matematiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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5.7 *Rychlost a zrychleńı na kolotoči . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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1 Úvod

Goniometrické funkce jsou kapitolou středoškolské matematiky, která má pravděpodobně nejv́ıce styčných
ploch se středoškolskou fyzikou. Neznalost goniometrie studenty ve fyzice limituje a často bývá př́ıčinou
nezdaru. Na druhé straně fyzika poskytuje mnoho hezkých aplikaćı pro goniometrické funkce, na kterých
učitel matematiky může demonstrovat užitečnost látky. Spolupráce mezi vyučuj́ıćım matematiky a fyziky
tak může být mimořádně užitečná. Analýza učebnic však ukázala, že provázáńı fyziky do stávaj́ıćıch učebnic
matematiky je sṕı̌se slabé.

Předkládaná práce je určena předevš́ım učitel̊um matematiky na všeobecných gymnázíıch, kteř́ı maj́ı
druhý aprobačńı předmět jiný než fyziku, tedy např. kombinace matematika + biologie, matematika +
tělesná výchova atp. Ćılem této práce je těmto učitel̊um poskytnout přehled uplatněńı goniometrických
funkćı ve středoškolské fyzice. Učitelé pak budou moci lépe využ́ıt synergie a vazeb mezi těmito dvěma
předměty. V neposledńı řadě také mohou student̊um ukázat praktické aplikace této látky, která někdy bývá
poj́ımána dosti formálně. Práce tak může učitel̊um sloužit jako doplněk k učebnici matematiky. Zároveň je
ale práce psána takovým zp̊usobem, aby ji nebo jej́ı části mohli samostatně č́ıst i středoškoľst́ı studenti.

V práci je postupně budován matematický aparát s neustálým zřetelem na aplikace ve fyzice. Výklad
matematiky je hojně prokládán fyzikálńımi motivacemi a problémy, se kterými se student potkává v pr̊uběhu
středoškolského studia fyziky. Práce se nesnaž́ı podávat striktně matematicky rigorózńı výklad. Naopak je
formálńı matematická stránka záměrně upozaděna. Ćılem práce ani neńı poskytnout ucelený učebnicový
výklad. Mohou tak chybět některá témata a napojeńı kapitol nemuśı být plynulé.

V práci se objevuje několik výrazněǰśıch motiv̊u, které jsou dle mého názoru ve standardńıch učebnićıch
poněkud zanedbány. V prvńı části je velký d̊uraz kladen na využit́ı koncepce pr̊umětu. Moje učitelská
praxe ukazuje, že i po absolvováńı kurzu goniometrie maj́ı studenti velké problémy i v těch nejjednodušš́ıch
fyzikálńıch situaćıch využ́ıvat rozkladu vektoru do dvou kolmých směr̊u a následně pomoćı goniometrických
funkćı vyjadřovat vztah mezi stranami ve vzniklém trojúhelńıku.

Druhým výrazným motivem je propedeutika pojmu derivace. Domńıvám se, že goniometrické funkce jsou
k tomu velmi vhodné. V práci je tedy na několika mı́stech neformálně budován koncept derivace. Praxe
totiž ukazuje, že studenti po pr̊uchodu kurzem diferenciálńıho počtu sice umı́ poč́ıtat lecjaké matematické
př́ıklady, ale jejich dovednost je často jen formálńı.

Krátce zde shrnu zaměřeńı jednotlivých kapitol práce:

• Kapitola 2 podává rešerši současných široce použ́ıvaných středoškolských učebnic goniometrie z pohledu
využ́ıváńı fyzikálńıch motivaćı a př́ıklad̊u.

• Kapitola 3 zavád́ı goniometrické funkce jako poměry stran v pravoúhlém trojúhelńıku a poskytuje
úvodńı výklad vedený převážně standardńım zp̊usobem.

• Kapitola 4 ukazuje, v jakých typických kontextech se student potkává s goniometrickými funkcemi
v pravoúhlém trojúhelńıku v rámci předmětu fyzika. Kĺıčovou roli hraj́ı pojmy pr̊umět a rozklad
vektoru do dvou kolmých směr̊u. Je také zaveden pojem tok plochou.

• Kapitola 5 rozšǐruje definičńı obor goniometrických funkćı na celá reálná č́ısla. Výklad zač́ıná v́ıce méně
standardně jednotkovou kružnićı, ale oproti zkoumaným učebnićım dále daleko v́ıce využ́ıvá fyzikálńı
představy otáčivého pohybu. Tato kapitola se také snaž́ı neformálně budovat pojem prudkost (derivace)
funkce opět na základě fyzikálńıch představ. Nakonec jsou rozebrány aproximace v př́ıpadě malých úhl̊u,
které se ve fyzice hojně využ́ıvaj́ı.

• Kapitola 6 odvozuje běžné goniometrické vzorce v zásadě standardńım zp̊usobem, ovšem se zřetelem
na grafickou představu.

• Kapitola 7 je v práci stěžejńı a představuje škálu fyzikálńıch aplikaćı a témat, se kterými se student na
středńı škole setkává. Zejména jsou to pro fyziku kĺıčová témata vlněńı a kmitáńı. Častým matemat-
ickým motivem je pak sč́ıtáńı sinusovek s hojným využit́ım vzorc̊u součet-součin, které jsou v učebnićıch
matematiky sṕı̌se na okraji pozornosti. V posledńı podkapitole je několik méně tradičńıch aplikaćı, se
snahou navést studenta i na pokročilá témata, jako např. Fourierova analýza nebo práce s daty.

Veškerá předkládaná témata jsou vyložena středoškolským aparátem. Nicméně kapitoly, které obsahuj́ı určité
komplikovaněǰśı úvahy, jsou označeny hvězdičkou.

Ćılem práce je prozkoumat možnosti vedeńı výkladu goniometrických funkćı na základě fyzikálńıch moti-
vaćı a představ a poskytnout méně běžný fyzikálńı pohled na některá tradičńı témata středoškolské matem-
atiky. Práce se snaž́ı nahlédnout téma goniometrických funkćı jako celek, z čehož vyplývá poněkud větš́ı
rozsah. Vzhledem k tomu, že tato závěrečná práce neńı ani bakalářská ani magisterská, využ́ıvá možnosti
volněǰśıho formátu a dovoluje si pracovat kreativně jak s formou, tak s obsahem. Práce se také snaž́ı
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se čtenářem co nejv́ıce komunikovat vizuálně formou obrázk̊u, schemat a graf̊u. Za t́ımto účelem bylo
vytvořeno množstv́ı vlastńıch obrázk̊u, které čtenáři mohou př́ıpadně použ́ıt ve výuce. Aby práce mohla
přinést nový náhled na některé aspekty středoškolské výuky, rozhodl jsem se strukturu a obsah práce tvořit
samostatně, namı́sto čerpáńı z dostupných učebnic. V neposledńı řadě práce zařazuje beletristický prvek ve
formě vypravěč̊u Dory a Karla za účelem oživeńı výkladu.

2 Rešerše učebnic matematiky

2.1 Goniometrické funkce v časových plánech gymnázíı

V následuj́ıćım budu uvádět č́ıslováńı ročńık̊u osmiletého gymnázia, ale samozřejmě se to týká i čtyřletých pro-
gramů. Goniometrické funkce bývaj́ı ve školńıch vzdělávaćıch programech matematiky (ŠVP) na gymnázíıch
řazeny většinou do druhé p̊ulky sexty. Základńı poznatky o goniometrických funkćıch a poměrech stran
v pravoúhlém trojúhelńıku však žáci často źıskaj́ı už v kvartě. To je d̊uležité pro předmět fyzika, protože
v kvintě se tradičně zač́ıná mechanikou, kde se goniometrické funkce vyskytuj́ı velmi hojně. Postrachem
student̊u bývá pohyb na nakloněné rovině, což je krásné téma na procvičeńı goniometrických funkćı. Bohužel
studenti v prvńı p̊ulce kvinty už často z hlavy vytěsnili dovednosti nabyté v kvartě během matematiky a
řešeńı fyzikálńıch úloh jim pak dělá nemalé pot́ıže.

Největš́ı uplatněńı však goniometrické funkce nacházej́ı v tématu kmitáńı a vlněńı, což je téma, které se
proĺıná celou fyzikou. To v ŠVP bývá často plánováno na druhou p̊ulku sexty, tedy na podobný čas, kdy se
prob́ırá goniometrie v matematice. Je velkou chybou, pokud z r̊uzných d̊uvod̊u dojde k tomu, že je kmitáńı
a vlněńı ve fyzice prob́ıráno dř́ıve než goniometrické funkce v matematice. Fyzikálńı koncepty pak prakticky
neńı možné student̊um předat kv̊uli chyběj́ıćımu matematickému aparátu. Ve fyzice se řeš́ı modelový př́ıpad
pohybu závaž́ı na pružině a souvislost mezi jeho polohou, rychlost́ı a zrychleńım. Je to vhodný moment pro
propedeutiku pojmu derivace. Učitelé matematiky a fyziky na dané škole by tedy měli spolupracovat při
časovém plánováńı této látky.

V septimě ve fyzice pokračuj́ı témata s hojným využit́ım goniometrických funkćı – zejména stř́ıdavý proud,
paprsková optika, vlnová optika (elektromagetické vlněńı). Tou dobou by studenti již měli mı́t jistou zručnost
při práci s goniometrickými funkcemi. V oktávě se v rámci seminář̊u matematiky prob́ırá diferenciálńı počet a
tedy i derivace goniometrických funkćı. Zde je opět krásný styčný moment s fyzikou, kdy je možné dovednosti
o derivováńı funkćı využ́ıt k odvozeńı vztah̊u pro pohyb harmonického oscilátoru (ve fyzikálńım semináři).

2.2 Struktura látky v učebnićıch matematiky

Bylo srovnáno řazeńı kapitol a vedeńı výkladu ve třech učebnićıch. Prvńı dvě jsou velmi hojně využ́ıvány
v českých školách, zat́ımco třet́ı učebnice je slovenská a vede výklad méně běžným zp̊usobem:

• (UP) Goniometrie, Matematika pro gymnázia, Prometheus [1, 2]

• (UD) kapitola Goniometrie, Funkce II, Matematika pro SŠ, Didaktis [3, 4]

• (US) Matematika pre 3. ročńık gymnázia 2. časť, Slovenské pedagogické nakladatel’stvo [5]

UP a UD vedou výklad podobným zp̊usobem. Nejprve jsou zavedeny goniometrické funkce ostrého úhlu
na základě poměru stran v pravoúhlém trojúhelńıku. Dále je představena jednotková kružnice, oblouková
úhlová mı́ra a orientovaný úhel. Odtud je pak provedeno rozš́ı̌reńı definice goniometrických funkćı z ostrého
úhlu na obecný úhel, kdy je hodnota goniometrických funkćı sin a cos ztotožněna se souřadnicemi y, x bodu
na jednotkové kružnici. Následuje kapitola o grafech goniometrických funkćı, protože předchoźı ztotožněńı
umožňuje snadno ilustrovat, jak vznikaj́ı tvary těchto graf̊u. Důležitou podkapitolou je vyšetřováńı, jaký vliv
maj́ı r̊uzné parametry funkce A sin(bx+ c) + d na vzhled grafu funkce. Poté je uvedena kapitola o goniomet-
rických rovnićıch a nerovnićıch, přičemž součást́ı je zavedeńı inverzńıch goniometrických funkćı. Posledńım
tématem jsou goniometrické vzorce, s d̊urazem kladeným zejména na identitu sin2 x+cos2 x = 1 a na součtové
vzorce.

Učebnice US má zjevně ambice látku vykládat novým zp̊usobem a jej́ı řazeńı je proto poněkud odlǐsné.
Goniometrické funkce jsou zařazeny na konec prvńıho d́ılu pro septimu. Kapitola je relativně krátká (27
stran). Větš́ı prostor je věnován souvislosti mezi kartézskými a polárńımi souřadnicemi. Kĺıčový přechod
k rozš́ı̌reńı goniometrických funkćı na obecný úhel je pak opět proveden pomoćı souřadnice bodu na jednotkové
kružnici. Je zaj́ımavé, že se US téměř nevěnuje analýze, jak parametry ovlivňuj́ı graf funkce sinus, a nijak
se nezabývá goniometrickými vzorci, jako třeba vzorci součtovými. Na konci druhého d́ılu pro septimu je
pak kapitola Měřeńı, kde autoři dopodrobna rozeb́ıraj́ı r̊uzné zejména historické metody určováńı výšek a
vzdálenost́ı za pomoci goniometrie, a věnuj́ı se také aproximaćım.
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2.3 Fyzikálně motivované pasáže v gymnaziálńıch učebnićıch

V učebnićıch zmı́něných v minulé kapitole byl proveden pr̊uzkum pasáž́ı a úloh s fyzikálńı tematikou. Výpis
nalezených část́ı textu se vztahem k fyzice je uveden dále. Tyto části textu zde nejsou př́ımo přesně citovány,
nýbrž jsou často uvedeny ve zhuštěné a stručněǰśı formě.

2.3.1 Prometheus – Goniometrie

1. cvičeńı: Ramena nosńıku sv́ıraj́ı úhel 45° a na jeho konci je zat́ıženo břemenem o t́ıze G = 800N.
Stanovte velikost tahové a tlakové śıly p̊usob́ıćı na jednotlivá ramena.

2. řešená úloha: Na skleněnou destičku tloušťky d dopadá světelný paprsek pod úhlem α. Určete velikost
posunut́ı paprsku po pr̊uchodu destičkou, která má index lomu n.

3. cvičeńı: Śılu o velikosti F = 465 N rozložte na dvě složky, aby s ńı sv́ıraly úhel 69°30’ a 74°10’.
Vypoč́ıtejte velikosti složek.

2.3.2 Prometheus – Goniometrie sb́ırka

1. Śıly o velikostech 125 N a 75 N, které maj́ı společné p̊usobǐstě, sv́ıraj́ı úhel o velikosti 50°. Určete
velikost výslednice.

2. Těleso o hmotnosti 1563 kg je zavěšeno dvěma lany r̊uzných délek na vodorovném trámu. Lana sv́ıraj́ı
s trámem úhly o velikostech 48°26’ a 62°54’. Vypoč́ıtejte namáháńı lan v tahu.

3. Jak velká śıla je třeba, abychom po rampě se sklonem 18°40’ vytlačili těleso t́ıhy 420 N? Jak velká
tlaková śıla přitom p̊usob́ı na rampu?

2.3.3 Didaktis – pracovńı sešit

1. Paralaxa: Rovńıková paralaxa je úhel, pod kterým je z daného tělesa pozorován rovńıkový poloměr
Země. Pro Slunce je 8,79” a pro Měśıc ve středńı vzdálenosti 57’2,5”. Vyjádřete v radiánech.

2. Ve spisu Aristarcha ze Samu (3.st př.n.l.) je popsána metoda pro výpočet poměru vzdálenost́ı Slunce a
Měśıce od Země. Ve chv́ıli, kdy je vidět přesně polovina Měśıce, je změřen úhel mezi spojnici Země-Měśıc
a Země-Slunce, který čińı α = 1, 568 rad. Vyjádřete ve stupńıch a minutách.

3. Úhlová rychlost: při popisu rovnoměrného pohybu po kružnici se zavád́ı úhlová rychlost ω = ∆φ/∆t,
kde úhel měř́ıme v rad a čas v sekundách. Určete: a) úhlovou rychlost kolotoče, pokud vykoná 5 otoček
za 20 s; b) o jaký úhel ve stupńıch se otoč́ı kolotoč za 2 s, pokud jeho úhlová rychlost je 0,5 rad/s; c)
Jaká je doba jedné otočky kola, jehož úhlová rychlost je 5π rad/s

4. Fréza se otoč́ı 3000× za minutu. a) Za jak dlouho se otoč́ı o 180◦? b) O jaký úhel se otoč́ı za 0,04 s?

5. Závaž́ı na pružině kmitá tak, že jeho výchylka z rovnovážné polohy (v metrech) je dána vztahem
y = 0, 1 sin π

2 t−
π
6 . a) Určete výchylku v centimetrech po 20 s kmitáńı. b) Určete maximálńı možnou

výchylku v centimetrech.

6. v zásuvce je stř́ıdavé napět́ı, jehož okamžitá hodnota ve voltech je dána vztahem u = 325 · sin(100πt)
(čas dosazujeme v sekundách). Určete okamžité hodnoty napět́ı v časech 2 ms a 5 ms.

7. Pokud budeme sledovat paṕır z běžné čtećı vzdálenosti d = 25 cm, tak zdravé oko bude schopno rozlǐsit
dva body, které jsou od sebe aspoň y = 0, 072mm (pokud budou bĺıže, tak nám splynou v jeden bod).
Úhel bod1-oko-bod2 nazveme zorným úhlem τ a plat́ı pro něj tan τ = y/d. Určete velikost tohoto
zorného úhlu, který se také nazývá rozlǐsovaćı schopnost oka.

8. Tělesná teplota zdravého člověka se během dne měńı a lze ji přibližně popsat vztahem T = 36, 8 −
1, 3 sin[ π12 (t − 2)], kde t je čas v hodinách po p̊ulnoci a teplota vycháźı ve stupńıch Celsia. a) v kolik
hodin má člověk teplotu 36,8 C? b) v kolik hodin má nejvyšš́ı a nejnižš́ı teplotu? c) Určete hodnotu
nejvyšš́ı a nejnižš́ı teploty.

9. Zrychleńı tělesa při klouzáńı po nakloněné rovině je dáno vztahem

a = g sinα− fg cosα

kde α je sklon roviny, f koeficient smykového třeńı (typicky f ∈ (0, 1)) a g gravitačńı zrychleńı. Určete,
pro jaký sklon α těleso klouže rovnoměrným pohybem, tedy bez zrychleńı, pokud f = 0, 35.
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10. Okamžitá rychlost kmitavého pohybu je dána rovnićı

v = 0, 75 cos(4πt− π/4) .

a) určete frekvenci kmit̊u v Hz (s−1). b) Určete dobu, za kterou bude poprvé dosaženo maximálńı
rychlosti, c) určete, kdy poprvé od začátku pohybu je rychlost nulová.

11. Zákon lomu světla na rozhrańı dvou prostřed́ı (např. sklo a vzduch) je vyjádřen rovnićı n1 sinα1 =
n2 sinα2, kde α1, α2 jsou po řadě úhel dopadu a úhel odrazu a n1, n2 indexy lomu prostřed́ı. Pokud
paprsek mı́̌ŕı ze skla do vzduchu, tak pro určitý úhel α1,m dojde k tomu, že zlomený paprsek sleduje
rozhrańı. Tento úhel nazveme mezńım úhlem. Pokud by úhel dopadu byl větš́ı než mezńı úhel, tak
paprsek do vzduchu v̊ubec nevystouṕı a na rozhrańı dojde k tzv. totálńımu odrazu zpět do prostřed́ı
skla. Určete hodnotu mezńıho úhlu při dopadu paprsku na rozhrańı sklo-vzduch, jejichž indexy lomu
jsou po řadě 1,56 a 1,00.

2.3.4 Didaktis – učebnice

1. Astroláb – pomoćı úhl̊u byly změřeny relativńı vzdálenosti planet slunečńı soustavy, což bylo základem
Koperńıkova heliocentrického názoru a Keplerových zákon̊u pohybu. v současné době Hubble̊uv teleskop
měř́ı úhly s přesnost́ı setiny úhlové vteřiny.

2. Perioda ve fyzice označuje dobu trváńı jednoho opakováńı periodického děje, tedy dobu, než se systém
dostanu opět do p̊uvodńıho stavu.

3. Z fyziky známe periodické děje, které maj́ı sinusový pr̊uběh, např. výchylka kyvadla nebo závaž́ı na
pružině.

4. Fyzici by řekli, že koeficient a má vliv na takzvanou amplitudu – maximálńı hodnotu výchylky.

5. Fyzici by hovořili o tom, že koeficient q má vliv na frekvenci, to jest počet opakováńı děje za sekundu.

6. Pr̊uběh stř́ıdavého proudu v zásuvce můžeme popsat funkćı sinus. Grafy na obrázku pak odpov́ıdaj́ı
časovému pr̊uběhu velikosti proudu po usměrněńı takzvaným dvoucestným usměrňovačem (Graetz̊uv
můstek).

7. Když polož́ıme na nakloněnou rovinu předmět a zvětšujeme úhel náklonu α, tak při určité hodnotě α0

dojde k tomu, že předmět začne klouzat dol̊u. Pokud koeficient třeńı mezi předmětem a rovinou je f ,
pak pro tento mezńı úhel náklonu plat́ı tanα = f (uvedeno bez zd̊uvodněńı).

8. Funkce cot jde využ́ıt při výpočtu výšky, do které vystouṕı těleso, které klouže směrem vzh̊uru po
nakloněné rovině, přičemž mělo počátečńı rychlost v0:

h =
v20

2g(1 + fcotα)

(uvedeno bez zd̊uvodněńı)

9. Je uvedena fyzikálně d̊uležitá aproximace sinx ≈ x ≈ tanx pro malá x.

10. Vztah F = Q(tanα − µ) vyjadřuje śılu, která je potřeba k povoleńı šroubu se stoupáńım závitu α,
přičemž je šroub zat́ıžen silou o velikosti Q a mezi materiále šroubu a závitu je koeficient třeńı µ. Mohli
bychom pak pomoćı goniometrické rovnice poč́ıtat, jaké stoupáńı muśı mı́t šroub, abychom ho povolili
určitou danou silou F :

tanα =
F

Q
+ µ .

11. Předpisem y = ym sin( 2πT t) je popsán harmonický pohyb. Zjǐsťujeme-li, v jakém čase nabývá výchylka
určité hodnoty, tak řeš́ıme goniometrickou rovnici s neznámou t.

2.4 Shrnut́ı

Největš́ı snahu o propojeńı s fyzikou má zjevně učebnice UD, kde je řada odkaz̊u do fyziky, i když jejich
výběr neńı dokonalý a někdy p̊usob́ı nedotaženě. Přesto v tomto ohledu zaslouž́ı uznáńı. UP nab́ıźı jen velice
málo styčných bod̊u s fyzikou, což je trochu překvapivé vzhledem k tomu, že nakladatelstv́ı vydalo i řadu
gymnaziálńıch učebnic fyziky. UP např́ıklad ani nezavád́ı pojem frekvence. Slovenská učebnice US, ač jinak
svěž́ı a zaměřená na praxi, nenab́ıźı fyzikálńı tematiku téměř v̊ubec. Tento pr̊uzkum odhalil, že propojeńı
gymnaziálńı matematiky s fyzikou je na úrovni zkoumaných učebnic sṕı̌se slabé.
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2.5 Daľśı zdroje

Kromě zmı́něných učebnic byla provedena rešerše závěrečných praćı zabývaj́ıćıch se aplikaćı goniometrických
funkćı ve fyzice. Nejbĺıže k tématu předložené práce má bakalářská práce Frantǐska Hanzĺıka z roku 2021 [6],
která se však sṕı̌se zaměřuje na řešeńı složitěǰśıch př́ıpad̊u typických fyzikálńıch problémů, nikoli na fyzikálně
motivovaný výklad matematických témat (nutno však podotknout, že uvedená práce nebyla obhájena). Po-
drobný rozbor goniometrických funkćı a jejich aplikaćı v elementárńı matematice nalezneme v dizertačńı práci
Radky Smýkalové [7], která byla dále rozvedena do monografie. Fyzikálńı aspekty této práce byly konzul-
továny s knihami [8, 9, 10]. Inspirace ohledně beletristického prvku pocháźı ze skvělé populárně naučné knihy
o moderńı fyzice Pan Tompkins stále v ř́ı̌si div̊u [11].
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3 Goniometrické funkce v pravoúhlém trojúhelńıku

3.1 Měřeńı úhl̊u

Karel měl po tréninku a velice unavený a hladový se ploužil po náměst́ı směrem dom̊u. V tom ale uviděl
Doru, jak sed́ı na okraji kašny a j́ı pizzu, kterou má v krabici. Moc se spolu neznaj́ı, ale Dorka mu lehce
zamávala na pozdrav. Karel také kývnul a šel dál, Dora má však oči jako ostř́ı̌z a neuniklo ji, jak Karel lačně
koukal na jej́ı pizzu. Dáš si? Zavolá ještě za Karlem. Karel se překvapeně otoč́ı a chvilku mu to šrotuje. Ale
jo, rád si dám. Jo a jinak já sem Karel, řekl a nesměle napřáhnul ruku. Dorka mu ji stiskla. Já jsem Dora.
Viděla jsem, jaký máš hlad a já bych tu pizzu asi stejně sama nesnědla. Dáš si jednu osminu, šedesát stupň̊u
nebo jeden radián? Mám tady r̊uzně velké kousky. Cože? Karel na ni překvapeně vzhlédnul a Dorka se mu
bez hnut́ı brvy jen zopakovala stejnou otázku. . .Co by měl Karel odpovědět, aby se nejv́ıc najedl?

Velikost kousku pizzy můžeme definovat pomoćı úhlu. U pizz a koláč̊u jsme zvykĺı ř́ıkat čtvrtina nebo
osmina. Velikost úhlu bychom tedy mohli určit nějakým zlomkem nebo č́ıslem, kde 1 znamená celý kruh
kolem dokola. V př́ıpadě určováńı velikosti úhlu je ale běžněǰśı použ́ıvat stupně, kde celý kruh kolem dokola
je 360°.

Karle, přemýšlel jsi někdy o tom, proč celý kruh kolem dokola má zrovna 360°? Proč ne třeba 100°?
No, to nepřemýšlel, pomyslel si v duchu Karel a poprvé ve svém krátkém životě se nad t́ım poctivě zamyslel.
Mysĺım, že takhle to ale už bude asi dlouho, možná od starověku. Máš pravdu, je to tak už od Babyloňan̊u,
použ́ıvali totǐz šedesátkovou soustavu – třeba hodinu rozdělili na 60 minut. A proč tedy celek neńı 60°? Počkej,
nemá to něco do činěńı s t́ım, že rok má 365 dn̊u? Proč by pak ale celek nebyl rozdělen do 365°? Ono 360 je
totǐz mnohem hezč́ı č́ıslo než 365. Proč hezč́ı, č́ısla přeci nejsou hezká nebo ošklivá? Zavrtěl Karel nechápavě
hlavou. Čı́slo 360 má mnohem vyšš́ı dělitelnost, má totǐz 24 dělitel̊u, zat́ımco 365 jen čtyři dělitele. Proto
také použ́ıvali šedesátkovou soustavu a dvanáctkovou, protože to jsou č́ısla s vysokou dělitelnost́ı, poučila ho
Dora. No dobře, uznávám tedy, že 360 je dobrý počet d́ılk̊u, i když by tedy ten počet d́ılk̊u klidně mohl být
jiný, je to čistě lidská volba. Jsem ráda, že to ř́ıkáš. Je totǐz ještě jeden chytrý zp̊usob, jak měřit úhel. Dobře,
je jasné, že osmina pizzy je 45°, takže 60° je věťśı kousek pizzy. Ale co je to ten jeden radián?

Jeden radián je taková speciálńı velikost úhlu, krásná velikost. Kousek pizzy s úhlem jeden radián má
totiž všechny strany stejně dlouhé – tedy kulatá strana je stejně dlouhá jako ty obě rovné strany. Tuhle
vlastnost má rovnostranný trojúhelńık, kde je úhel 60°. Pizza má ale kulatou stranu a taková je vždy trochu
deľśı než rovná strana, takže odpov́ıdaj́ıćı úhel je o kousek menš́ı než 60°. Celá pizza je kruh, který má
poloměr r. Výseč s úhlem 1 radián pak má oblouk o délce stejné jako je poloměr kruhu r. Odtud pocháźı
název radián – radius totiž znamená poloměr. Obvod celé pizzy je o = 2πr, takže oblouk̊u o délce r se na
obvod vejde 2π. Do celého kruhu se tedy vejde 2π radián̊u.

Karle, tak už v́ı̌s, jestli si vezmeš 60° nebo 1 radián? Zase takový hlad nemám, tak si tedy vezmu jen 1
radián. Vid́ım, že už tomu rozumı́̌s. Uměl bys tedy ř́ıct, kolik radián̊u je 150° a kolik stupň̊u jsou 2 radiány?

Ve fyzice je měřeńı úhlu v radiánech velice výhodné, mimo jiné d́ıky tomu, že když se nějaké těleso
pohybuje po kružnici o poloměru r a my v́ıme, o jaký úhel okolo středu kružnice se otočilo v radiánech, tak
snadno urč́ıme dráhu, jako po obvodu urazilo:

s = φr .

Nebo třeba veličina úhlová rychlost ω, která vyjadřuje úhel uražený v radiánech za 1 sekundu a má tak
jednotku rad/s. Pro rychlost, kterou se bod pohybuje po obvodu kružnice, pak plat́ı vztah

v = ωr .

Když použ́ıváme k měřeńı velikosti úhlu radiány, tak jsou fyzikálńı vztahy hezč́ı a jednodušš́ı. To se ukáže
i později v tomto textu. Pokud má kružnice poloměr r = 1, tak délka oblouku s odpov́ıdá úhlu o velikosti
rovněž s (v radiánech). Proto se radián̊um také ř́ıká oblouková mı́ra – určujeme velikost úhlu př́ımo pomoćı
délky oblouku kružnice.

3.2 Zavedeńı goniometrických funkćı jako poměr̊u stran v pravo-
úhlém trojúhelńıku

Je parné letńı odpoledne a Dora s Karlem se chlad́ı ve st́ınu vysokého topolu. Doro, jak mysĺı̌s, že je ten topol
vysoký? Ptá se Karel. Dorka na chv́ıli zkrabat́ı obličej, ale pak odpov́ı: To nev́ım, něco mezi pěti a sto metry.
Ale umı́m to změřit! Stač́ı, když... Karel Dorotku zálibně vyslechl a pomyslel si:Vybral jsem si dobře!...Vı́te,
co mohla Dora Karlovi odpovědět?
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Obrázek 1: Stupně a radiány

Obrázek 2: St́ıny a podobné trojúhelńıky
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Obrázek 3: Funkce sinus jako mechanismus

Jistě vás napadne mnoho zp̊usob̊u, jako třeba vylézt na vrchol stromu, hodit dol̊u kĺıče a měřit, za jak
dlouho dopadnou. Nebo stoupnout si k patě stromu a z dálky odhadnout, kolikrát je topol vyšš́ı než člověk.
Snad vás napadne i řešeńı na základě měřeńı délky st́ınu.

Slunečńı paprsky sv́ıraj́ı se zemı́ úhel α, č́ımž je definován jeden úhel pravoúhlého trojúhelńıku. Trojúhel-
ńıky na obrázku 2 jsou vzájemně podobné (shoduj́ı se ve velikosti dvou úhl̊u) a je také patrné, že podobné
trojúhelńıky maj́ı stejný tvar a pouze jinou velikost. Poměry stran v těchto trojúhelńıćıch jsou proto shodné.

Dorka je vždy připravena a z kapsy vytáhne svinovaćı metr. Změř́ı nejprve výšku Karla a = 200 cm (je to
čahoun) a pak délku jeho st́ınu b = 150 cm. Pak změř́ı délku st́ınu topolu B = 18m. Jak je tedy topol vysoký?

Karel je a/b = 200/150 = 4
3 = 1, 33× větš́ı než jeho st́ın. To samé bude platit pro topol – bude 4

3× větš́ı
než jeho st́ın. Výška topolu je proto A = 18× 4

3 = 24m, protože A/B = a/b = 4/3.1

Využili jsme vlastně toho, že poměr stran a/b v Karlově trojúhelńıku je stejný jako poměr stran A/B
v trojúhelńıku topolu, protože se jedná o podobné trojúhelńıky, a tedy a/b = A/B = 4/3. Tento poměr stran
záviśı jen na úhlu α.

Stejně tak to bude platit i pro daľśı strany trojúhelńıku

a

b
=

A

B
,

a

c
=

A

C
,

b

c
=

B

C

Hodnota těchto poměr̊u záviśı jen na úhlu α, nikoli na velikosti trojúhelńıku. V našem př́ıpadě je délka st́ınu
dlouhá 3 d́ıly a výška objektu 4 d́ıly. Z Pythogorovy věty je potom délka přepony

√
32 + 42 = 5 d́ıl̊u. Můžeme

si tak doplnit délku poměr̊u stran pro náš př́ıpad, kdy slunce sv́ıt́ı pod určitým úhlem α:

a

b
=

A

B
=

4

3
= 1, 33,

a

c
=

A

C
=

4

5
= 0, 8,

b

c
=

B

C
=

3

5
= 0, 6.

Co se bude d́ıt, když se slunce postupně klońı k obzoru, tedy když α klesá – jak se budou měnit poměry
stran v našich trojúhelńıćıch? Výška a se neměńı, zat́ımco st́ın b i přepona c se budou prodlužovat. Když
bude klesat úhel dopadu paprsk̊u, tak poměry a/b a a/c budou také klesat. Naproti tomu poměr b/c poroste.
Každému úhlu α tedy můžeme přǐradit určitou hodnotu poměru stran v pravoúhlém trojúhelńıku. Když
r̊uzným velikostem úhlu α přǐrazujeme č́ısla p na základě určitého mechanismu α → p, tak můžeme ř́ıci, že
č́ıslo p je funkćı α a zapsat funkce(α) = p. V našem př́ıpadě tyto funkce (mechanismy, jak č́ısla přǐrazovat –
obr. 3) nazýváme sinus, kosinus, a tangens a zkracujeme jako sin, cos, tan (či tg).

tanα =
a

b
, sinα =

a

c
, cosα =

b

c

tanα =
protilehlá

přilehlá
, sinα =

protilehlá

přepona
, cosα =

přilehlá

přepona

V př́ıpadě Dory a Karla paprsky slunce sv́ıraly se zemı́ úhel 53° a mohli bychom pak psát

tan 53◦ =
protilehlá

přilehlá
=

4

3
= 1, 33, sin 53◦ =

protilehlá

přepona
=

4

5
= 0, 8, cos 53◦ =

přilehlá

přepona
=

3

5
= 0, 6

Je užitečné vědět, jakému úhlu př́ısluš́ı jaký poměr. Hodnoty poměr̊u pro některé úhly však dokážeme určit
snadno výpočtem. Zvládnete určit hodnoty goniometrických funkćı pro úhly 0° a 45°?

1Možná vám přijde divné, že by Dora nosila po kapsách svinovaćı metr. Přijdete ale na to, jak by to snadno mohli udělat i
bez něj? Karel pravděpodobně zhruba v́ı, jak je vysoký – a = 200 cm. Dorka třeba pomoćı délky své boty ”odstopuje” délku
st́ınu Karla, řekněme d = 5 stop, a poté délku st́ınu topolu, řekněme D = 60 stop. Délka st́ınu topolu je D/d = 50/4 = 12×
deľśı než Karl̊uv st́ın a pokud je Karel vysoký 200 cm, tak výška topolu muśı být 12× větš́ı, tedy A = 24m.
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Obrázek 4: Délka stran v pravoúhlém trojúhelńıku a goniometrické funkce

Pokud je úhel α velmi malý, prakticky nulový, tak je trojúhelńık úplně placatý, protilehlá má nulovou
délku (b = 0) a přilehlá je vlastně stejně dlouhá jako přepona (a = c). Proto

sin 0◦ = b/c = 0/c = 0 , cos 0◦ = a/c = a/a = 1 , tan 0◦ = b/a = 0/a = 0

Pokud je α = 45◦, tak jsou odvěsny stejně dlouhé, řekněme o délce 1 (a = b = 1) a přepona z Pythagorovy
věty c =

√
12 + 12 =

√
2. Proto

sin 45◦ =
1√
2
=

√
2

2
, cos 45◦ =

1√
2
=

√
2

2
, tan 45◦ = 1/1 = 1

Úhel 60° najdeme v rovnostranném trojúhelńıku. Pokud má stranu délky 1, pak pro jeho výšku plat́ı...
V tom se Dora zarazila, protože ji kolem hlavy začal kroužit zlověstný sršeň. Dokážete to dopovědět mı́sto

ńı? Jaké jsou hodnoty goniometrických funkćı pro úhly 60°, 30°a 90°?
V rovnostranném trojúhelńıku o straně 1 je výška

v =

√
1− (

1

2
)2 =

√
3

4
=

√
3

2
.

Dostáváme pak trojúhelńık s přeponou délky 1, přilehlou délky 1
2 a protilehlou délky

√
3
2 . Proto

sin 60◦ =

√
3

2
: 1 =

√
3

2
, cos 60◦ =

1

2
: 1 =

1

2
, tan 60◦ =

√
3

2
:
1

2
=

√
3

Ve stejném trojúhelńıku máme i úhel 30°. Jen se vlastně prohod́ı role protilehlé a přilehlé: Sinus si tak
prohod́ı hodnoty s kosinem a hodnota tangesu bude převrácená oproti p̊uvodńı:

sin 30◦ =
1

2
, cos 60◦ =

√
3

2
, tan 60◦ =

1√
3
=

√
3

3

Výsledky shrnuje obrázek 5.
Vid́ıme, že hodnoty sin a cos jsou vždy mezi 0 a 1, zat́ımco tan může být i větš́ı. Co kdybychom chtěli

určit hodnoty goniometrických funkćı i pro jiné úhly α, třeba 20°, 70° nebo podobně? Mohli bychom si pomoćı
úhloměru a prav́ıtka rýsovat r̊uzné pravoúhlé trojúhelńıky s r̊uzným úhlem α, měřit délky stran trojúhelńıku
a do tabulky poté vynášet hodnoty poměr̊u stran.

Karel je nagelovaný sportovec, takže je soutěživý. Chce se vsadit s Dorou o kaštany, že pomoćı rýsováńı
dokáže přesněji určit hodnotu sin 20◦. O v́ıtězi pak má rozhodnout kalkulačka. Karel v́ıtězoslavně stanovil
hodnotu 0,38. Dokážete rýsovat přesněji než Karel a vyfouknout mu kaštany?

Velice pečlivým měřeńım bychom došli k č́ısl̊um v obrázku 6 a mohli bychom také nakreslit grafy funkćı
sin, cos, tan. Kalkulačka má hodnoty pro r̊uzné úhly nejsṕı̌se uložené v paměti. Při zadáńı libovolného úhlu
pak najde hodnoty pro dva známé úhly, mezi kterými zadaný úhel lež́ı, a hodnotu urč́ı takzvanou interpolaćı.
Kde se ale vezmou přesné hodnoty, které se pak ulož́ı do paměti kalkulačky? O tom v kapitole 5.8.

Když jsi tak chytrý, Karle, tak si tě prověř́ım. Máš desku stolu ve tvaru pravoúhlého trojúhelńıku s úhlem
30°. Nejdeľśı strana má délku 120 cm. Jakou délku maj́ı zbývaj́ıćı strany?
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Obrázek 5: Hodnoty goniometrických funkćı pro významné úhly.

Obrázek 6: Hodnoty goniometrických funkćı.
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Obrázek 7: Inverzńı funkce

Ve fyzice je častá situace, kdy známe délku přepony c pravoúhlého trojúhelńıka a hledáme velikosti
odvěsen. Dostaneme

sinα = a/c ⇒ a = c sinα

cosα = b/c ⇒ b = c sinα

Jelikož hodnota sin a cos je menš́ı než 1, tak přirozeně délky odvěsen vycházej́ı menš́ı než délka přepony.
Pokud naopak známe délku jedné z odvěsen, tak můžeme vypoč́ıtat délku přepony:

sinα = b/c ⇒ c =
b

sinα

cosα = a/c ⇒ c =
a

cosα

Zde děĺıme hodnotami sin nebo cos, jež jsou č́ısla menš́ı než 1, takže délka přepony vycháźı přirozeně větš́ı
než délka odvěsen. Tyto r̊uzné situace vid́ıme shrnuté v obrázćıch 4.

Studenti někdy pletou, jestli pro źıskáńı délky požadované strany maj́ı sinem (kosinem) násobit nebo
dělit. Pokud si nejste jist́ı, tak si vždy uvědomte, že přepona je nejdeľśı stranou a že sinus je vždy menš́ı
nebo roven 1. Odvěsna je kratš́ı, takže přeponu muśım násobit sinem (kosinem). Naopak přepona je nejdeľśı,
takže odvěsnu muśım dělit sinem (kosinem). Pak je také dobré si uvědomit, že pokud má přepona délku 1,
tak délky odvěsen jsou př́ımo hodnoty goniometrických funkćı.

Nakonec si ještě všimněme jedné velmi d̊uležité souvislosti.

tanα =
protilehlá

přilehlá
=

protilehlá

přepona
· přepona
přilehlá

= sinα · 1

cosα
=

sinα

cosα

Tangens úhlu tedy jde vyjádřit jako sinus děleno kosinem. To je d̊uležité si pamatovat.

3.3 Inverzńı funkce

O pár dńı později Dora s Karlem zase stáli vedle nějakého stromku. Karel si vzpomněl na minulé setkáńı a
napadlo ho, že bude předst́ırat zájem o goniometrické funkce. Dokonce si kv̊uli tomu vzal do kapsy svinovaćı
metr, přestože ho tlačil. Přiskočil k Doře a rychlým pohybem změřil jej́ı výšku i délku jej́ıho st́ınu a vychrlil:
Tak a máš to! Měř́ı̌s 168 cm a tv̊uj st́ın má délku 102 cm. A teď mi teda Dori řekni, pod jakým úhlem na
zemi dopadaj́ı slunečńı paprsky! Co Dora odpověděla?

V uvedeném př́ıpadě je poměr odvěsen

a

b
=

168

102
= 1, 647 = tanα

Pod́ıváme se, kterému úhlu př́ısluš́ı takováto hodnota funkce tangens (obrázek 7)
Z grafu vid́ıme, že je to asi 59°, přesněji 58,7°. V tomto př́ıpadě hodnotě poměru stran přǐrazujeme

úhel v pravoúhlém trojúhelńıku. To je opačný proces než v předchoźım. Opět bychom mohli definovat
funkci (mechanismus), který poměru stran, tedy č́ıslu, přǐrazuje úhel. V př́ıpadě hledáńı úhlu pro poměr
protilehlá/přilehlá se tato funkce nazývá arkustangens a znač́ı se obvykle atan, arctan, arctg, nebo jednoduše
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Obrázek 8: K etymologii slova arkussinus

tan−1, což obvykle najdete napsáno na tlač́ıtku kalkulačky. Řešeńı naš́ı úlohy bychom proto mohli zapsat
jako

α = tan−1 1, 647 = 58, 7◦ .

Také bychom tuto funkci mohli nazvat jako inverzńı tangens. Stejně tak se definuj́ı funkce inverzńı k sinus
a kosinus a nazývaj́ı se arkussinus a arkuskosinus, 2 přičemž se znač́ı asin, arcsin, acos, arccos, či opět sin−1,
cos−1.

2Možná vám vrtá hlavou, proč je v názvu zrovna slovo arcus. Arcus znamená oblouk. Zd̊uvodněńı názvu funkce arkussinus
je naznačeno v obrázku 8. Jedná se o délku oblouku př́ıslušného k polovině tětivy, tedy k sinu.
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4 Užit́ı goniometrických funkćı ostrého úhlu ve fyzice

4.1 Pr̊umět

Představte si, že u paty stěny zabodneme tyčku délky L pod úhlem α v̊uči zemi, jako je na obrázku. V pravé
poledne, když slunce sv́ıt́ı př́ımo zvrchu, tak na zemi vid́ıme st́ın tyčky. Paprsky dopadaj́ı kolmo na zem
a délka st́ınu je patrně L cosα. Můžeme ř́ıci, že st́ın je kolmý pr̊umět tyčky na zem. Při západu slunce
naopak paprsky jdou rovnoběžně se zemı́, dopadaj́ı kolmo na stěnu a tyčka na stěnu vrhá st́ın o délce L sinα.
Můžeme ř́ıci, že se jedná o kolmý pr̊umět tyčky na stěnu. S pojmem pr̊umět se ve fyzice budeme setkávat
často. Slovo pr̊umět pocháźı od slovesa promı́táńı a promı́táńı je proces, kdy na nějaký předmět sv́ıt́ıme a
jinde vzniká jeho obraz.

Obrázek 9: Pr̊umět tyčky jako st́ın

4.2 Práce

Karel sed́ı v hodině fyziky a poslouchá výklad o mechanické práci. Aby nějaká śıla vykonala práci, tak muśı
přispět k posunut́ı nějakého předmětu. Vykonaná práce je pak součinem velikosti śıly a tohoto posunut́ı

W = Fs .

Učitel ale nějak zmateně ř́ıkal, že takto to plat́ı jedině když śıla p̊usob́ı přesně ve směru posunut́ı. Když ale
śıla nep̊usob́ı ve směru posunut́ı, tak je potřeba si představit, že śıla F⃗ jakoby sestává ze dvou sil F⃗1 a F⃗2,
z nichž prvńı p̊usob́ı přesně ve směru posunut́ı a druhá p̊usob́ı kolmo na směr posunut́ı. Prvńı śıla pak vykoná
práci W1 = F1s a druhá vykoná nulovou práci, protože když p̊usob́ı kolmo, tak v̊ubec nepřisṕıvá k posunut́ı
tělesa. Práce vykonaná p̊uvodńı silou je pak jen W = F1s. Prý vlastně stač́ı zjistit, jak velký je pr̊umět té śıly
F⃗ do směru pohybu. . . . Karel však jǐz ztratil pozornost a vzpomněl si, jak se na školńım výletě do Solvayových
lom̊u snažili s Dorou po kolej́ıch roztlačit malý d̊ulńı voźık. Dora tlačila př́ımo zezadu, Karel zboku pod úhlem
30° vzhledem ke kolej́ım a přivandroval se k tomu ještě Pepa, který se bál, že se voźık převrát́ı, a stoupnul si
na druhou stranu voźıku a tlačil směrem ke Karlovi. Voźık posunuli asi o 6 metr̊u, Karel p̊usobil silou asi
300 N, Dora 200 N a Pepa těžko ř́ıct. Karla napadlo, jestli by šlo určit, kdo z nich vykonal jak velkou práci.

Dora p̊usob́ı př́ımo ve směru posunut́ı, takže jej́ı práce je WD = FD · s = 200 · 6 = 1200 J. Karlovu śılu
rozlož́ıme jako součet śıly ve směru pohybu voźıku F1 a śılu kolmo na směr pohybu F2. Z obrázku vid́ıme,

že F1 = F cosα a Karlem vykonaná práce tak je WK = F cosα · s = 300 ·
√
3
2 · 6 ≈ 1159 J. Vid́ıme zde, že

jsme vlastně použili pr̊umět Karlovy śıly F do směru pohybu. Pepa tlač́ı kolmo na směr pohybu a tak je j́ım
vykonaná práce nulová. Podobné úvahy jsou ve fyzice velmi d̊uležité.

Viděli jsme, že na velikost vykonané práce má vliv vzájemný směr posunut́ı a p̊usob́ıćı śıly:

W = Fs cosα .

Když jsou rovnoběžné, plat́ı W = Fs, když jsou kolmé, tak je W = 0. Můžeme si všimnout, že vlastně
bereme dva vektory, śılu F⃗ a posunut́ı s⃗ a po výpočtu dostáváme práci, což neńı vektor, nýbrž č́ıslo/skalár
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Obrázek 10: Práci koná jen složka śıly mı́̌ŕıćı ve směru pohybu.

Obrázek 11: Podivná houpačka

(nemá směr). Vztah pro práci se ve vyšš́ı fyzice ṕı̌se kompaktně pomoćı takzvaného skalárńıho součinu dvou
vektor̊u, což je operace, která se znač́ı tečkou

W = F⃗ · s⃗

Takto zapsaný vztah už v sobě vnitřně obsahuje informaci o tom, že nejprve urč́ıme velikost pr̊umětu vektoru
śıly do směru posunut́ı a teprve potom násob́ıme velikost́ı posunut́ı.

4.3 Moment śıly

Dora konečně pozvala Karla k sobě dom̊u. Karel byl značně nervózńı a chtěl se připravit na všechny eventu-
ality, takže si radši nastudoval goniometrické funkce a i něco trochu z fyziky a pak se ještě pod́ıval na jedno
video. Nakonec koupil ĺızátko a vonnou tyčinku a vyrazil. Dora ho ale hned u dveř́ı přiv́ıtala dost podivně.
Pust́ı ho dovnitř jen tehdy, když vyřeš́ı hádanku. Ukázala Karlovi malý model houpačky jako na obrázku 11.
Karel má za úkol zjistit, jak těžké závaž́ı má pověsit na provázek, aby houpačka byla v rovnováze. Co mysĺıte,
zvládne splnit úkol a vstoupit do bytu?

Vid́ıme jakousi jednozvratnou páku. Závaž́ı 3 kg p̊usob́ı t́ıhou 30 N ve vzdálenosti 8 d́ılk̊u od osy otáčeńı
kolmo na tyčku, zat́ımco lanko p̊usob́ı ve vzdálenosti 6 d́ılk̊u. Kdyby lanko p̊usobilo také kolmo na tyčku, tak
by byla potřeba śıla 40 N, protože rameno této śıly je kratš́ı a muśı platit rovnost moment̊u sil 30N ·8 d́ılk̊u=
F ·6 d́ılk̊u. Jenže lanko nep̊usob́ı kolmo na tyčku. Tuš́ıme, že kdyby lanko p̊usobilo rovnoběžně na tyčku, tak
jeho schopnost otáčet tyčkou bude nulová, zat́ımco když p̊usob́ı kolmo na tyčku, tak jeho schopnost otáčet
tyčkou je maximálńı. Muśı tedy platit, že hledaná śıla od lanka vytvář́ı śılu 40 N ve směru kolmo k tyčce,
tedy vertikálně. Celková śıla od lanka (ve směru lanka) muśı proto mı́t velikost

F = 40N/ sin 30◦ = 80N

Houpačka tedy bude vyvážena při zavěšeńı závaž́ı o hmotnosti 8 kg.

4.4 Zat́ıžeńı lan a konstrukćı

Karle, Karle, pod́ıvej se z okna na ten jeřáb, jak zvedá tu traverzu. To se mi v̊ubec nechce ĺıbit! Vždyť
ta tenoučká lanka se m̊užou snadno přetrhnout! Karel vid́ı, jak je vodorovná traverza zavěšená na konćıch
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Obrázek 12: Zat́ıžeńı lan

na lanech, která se sb́ıhaj́ı do jednoho bodu upevněńı. Lana s traverzou sv́ıraj́ı úhel 20◦ (obrázek 12). Když
Karlovi nic nehroźı, tak má obvykle pro strach uděláno, takže koneǰsivě odpověděl: Buď v klidu, ta traverza
má tak 200 kg, takže každé to lano jakoby nese hmotnost jenom 100 kg, a to hravě udrž́ı. Cı́til se sám se
sebou nad mı́ru spokojený, ale to se šeredně přepoč́ıtal. Pane bože, co to meleš, jakých 100 kilo? Každé to
lano je přeci naṕınáno daleko věťśı śılou! To v̊ubec nezač́ıná dobře, panikař́ı Karel a honem přemýšĺı, jakou
silou že vlastně ty lana jsou naṕınána. . .

Situace je hodně podobná jako v předchoźı úloze o houpačce. Každé lano muśı p̊usobit silou 1000 N
vertikálně nahoru. Jenže lano umı́ p̊usobit jen ve směru lana, takže 1000 N odpov́ıdá vertikálńı složce celkové
śıly. Hodnota 1000 N je délkou odvěsny a my hledáme délku přepony. Jej́ı délka je

F = 1000N/ sin 20◦ = 2924N

Je to tedy jako kdyby na každém laně viselo závaž́ı o hmotnosti skoro 300 kg, nikoli 100 kg, jak se domńıval
Karel. Č́ım bude úhel α menš́ı, t́ım větš́ı silou budou lana naṕınána.

4.5 Nakloněná rovina

Karel byl celý den jak na trńı a jeho nervozita by se dala krájet. Koupil Dorotce k narozeninám náhrdelńık z
krásných kulatých korálk̊u, které vypadaly jako pravé perly. Teď už zbývalo jen čekat. Dorka vykřikla radost́ı!
Ten je nádherný, už dlouho jsem chtěla takový zkusit! Karel už se těšil, jak si ho nasad́ı, ale nemohl se v́ıc
mýlit. Dorka vzala náhrdelńık, pečlivě ho namydlila a nasadila ho na takový zvláštńı plastový kĺınek jako na
obrázku 13. Karel v̊ubec nechápal, co se děje, ale Dora byla štěst́ım bez sebe.

Už od starověku bylo lidem jasné, že pokud tlač́ı v̊uz po mı́rném svahu, tak stač́ı menš́ı śıla, zat́ımco
když svah je prudký, tak je třeba větš́ı śıla. Nedařilo se ale objasnit, jak velikost śıly záviśı na úhlu sklonu
svahu. Zabýval se t́ım už Archimédes. Krásné a elegantńı objasněńı však přǐslo až ve středověku a stoj́ı na
myšlenkovém experimentu. 3 Když řet́ızek z korál̊u nasad́ıme na kĺın, jako na obrázku, tak řet́ızek nebude
klouzat ani dol̊u, ani nahoru. Kdyby tam totiž na korálky p̊usobila nějaká śıla, tak by se řet́ızek musel
pohybovat pořád, což neńı možné. Śıly na korálky tedy muśı být v rovnováze. Na přeponě trojúhelńıku je
5 korálk̊u, na pravé odvěsně jsou 3 korálky. Śıla p̊usob́ıćı na 5 korálk̊u muśı být tedy stejně velká, jako śıla
p̊usob́ıćı na ty tři korálky. Tři korálky jsou dol̊u taženy př́ımo svisle a na každý p̊usob́ı sila o velikosti mg.
Aby śıly byly v rovnováze, tak na každý z pěti korálk̊u muśı p̊usobit śıla o velikosti 3

5mg. Č́ıslo 3
5 je ale poměr

délky odvěsny-protilehlé a přepony trojúhelńıku! Takže śıla, která tahá předměty dol̊u po svahu o sklonu α
je zmenšena faktorem (protilehlá/přepona) = sinα, neboli F = mg sinα.

Tuto krásnou středověkou úvahu však již umı́me vysvětlit tak, že śıla tahaj́ıćı kuličku dol̊u svahem je
pr̊umětem gravitačńı śıly do směru svahu (tedy jak moc gravitačńı śıla mı́̌ŕı ve směru svahu) Gravitačńı śılu
totiž můžeme rozložit do směru poděl svahu a do směru kolmo na svah, jak je ukázáno v obrázku 14. Śıla
kolmo na svah nezp̊usobuje zrychlováńı, je to totiž śıla od kuličky na svah a ta je přesně kompenzována silou,
kterou svah p̊usob́ı na kuličku (kdyby to tak nebylo, tak by se kulička začala zabořovat do podložky). Śıla
kolmo na svah bývá často označována jako normálová śıla Fn, kde slovo normálová znamená to samé jako
kolmá.

Karlovi se konečně podařilo vytáhnout Doru na hory na běžky. Dlouho se tomu vyhýbala, protože ř́ıká, že
neumı́ lyžovat, ale to právě Karel ućıtil př́ıležitost a přeochotně se ji nab́ıdl, že ji to nauč́ı. Pěšky si vyšlapali
na malý svah a Karel už se chystal zač́ıt moudře vysvětlovat techniku, když v tom viděl, že Dora zač́ıná klouzat
pryč a křič́ı o pomoc. Než se Karel vzpamatoval a zacvaknul se do lyž́ı, aby mohl Doru zachránit, tak uplynuly
tři sekundy. Jak daleko mezit́ım Dora odjela? Karel zkušeným okem zhodnotil, že svah má sklon α = 25◦ a
že koeficient třeńı mezi sněhem a lyžemi je f = 0, 15, ať už to znamená cokoli.

Dora jen pasivně klouže svahem, takže na ni p̊usob́ı gravitačńı śıla a třećı śıla. Gravitačńı śıla Fg = mg
mı́̌ŕı svisle dol̊u. Již ale v́ıme, že ji můžeme rozložit do dvou d́ılč́ıch sil – śıly ve směru pohybu F1 a śıly kolmo

3jedná se o takzvaný Stevin̊uv d̊ukaz: https://en.wikipedia.org/wiki/Inclined_plane
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Obrázek 13: Śıla na nakloněné rovině

Obrázek 14: Lyžař na nakloněné rovině
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do svahu, takzvané normálové śıly Fn. Śıla F1 bude zp̊usobovat zrychlováńı dol̊u svahem. Pohyb ale bude
bržděn třećı silou Ft, jej́ıž velikost je závislá na tom, jak velkou silou jsou lyže přitlačovány je sněhu, to jest
na velikosti normálové śıly Fn. Z obrázku je patrné, že gravitačńı śıla hraje roli přepony v trojúhelńıku a
tedy že složka gravitačńı śıly ve směru pohybu má velikost

F1 = mg sinα

Podobně velikost př́ıtlačné śıly je
Fn = mg cosα

Velikost třećı śıly záviśı na př́ıtlačné śıle a ”mı́̌re drhnut́ı” obou povrch̊u, která je vyjádřená právě třećım
koeficientem f = 0, 15, který pro lyže a sńıh je sṕı̌se malý. Proto

Ft = fFn = fmg cosα

Celková śıla ve směru pohybu pak je

F = F1 − Ft = mg sinα− fmg cosα = mg(sinα− f cosα)

Pro zrychleńı Dory plat́ı z druhého Newtonova zákona a = F/m a tedy

a =
F1 − Ft

m
= g(sinα− f cosα) = 2, 8m/s2

kde g = 9, 8m/s2 je gravitačńı zrychleńı. Když známe zrychleńı, tak dráhu rovnoměrně zrychleného pohybu
urč́ıme ze známého vztahu s = 1

2at
2. V našem př́ıpadě po dosazeńı t = 3 s máme uraženou dráhu 12,6 m.

Mohla by nás zaj́ımat i rychlost po třech sekundách, což by bylo jednoduše v = at = 8, 4m/s ≈ 30 km/h.
Tak snad to Dorka nějak zvládne ubrzdit, nebo ji Karel mocnými odrazy zvládne dohnat a zachránit.

Karle, moc ti děkuji, že jsi mi zachránil život! Vykřikla Dora a vděčně Karla objala. Pak se ale odtáhla
a nejpř́ısněǰśım hlasem, co uměla, řekla: Zaroveň tě ale chci př́ısně pokárat, že jsi mě do té nebezpečné
situace přivedl! Viděla, že Karel je opět po emočńı stránce nějaký zmatený, tak radši vypnula př́ısný tón
a jǐz normálně začala mluvit dál: Př́ı̌stě už si budu stoupat jenom na takový svah, abych se rozjela jenom
když se odraźım! No jo, ale jak prudký svah to podle tebe jako má být? Oponoval Karel. Hm, jaký vlastně
maximálńı sklon m̊uže mı́t svah, abych z něj nezačala samovolně klouzat? Dora se zadumala a Karel ji se
zájmem pozoroval. Okolo hlavy se ji jakoby skoro rozsv́ıtila svatozář. Co se ji asi hońı tou jej́ı kulatou kebuĺı,
pomyslel si Karel. . . .

Když na svahu jen stoj́ım, tak śıla, kterou mě tahá dol̊u gravitace, je přesně vyrovnána statickou třećı
silou. Statická třećı śıla může dosáhnout ale jen určité maximálńı hodnoty, a to Ft,max = fFn, kde ale nyńı
f je statický koeficient třeńı, který bývá o kousek větš́ı než ten smykový koeficient. Řekněme, že na sněhu
třeba f = 0, 2. Pro maximálńı sklon muśı platit, že složka gravitace ve směru pohybu F1 je přesně rovna
maximálńı hodnotě třećı śıly, tedy

F1 = Ft,max

mg sinα = fmg cosα

Karle, sleduješ mě v̊ubec ještě? šťouchla Dora Karlovi pod žebra. Jo,jo, samozřejmě, tebe vždycky, to
přeci v́ı̌s, vyloudil ze sebe Karel. Opravdu? Tak mi teda řekni, jak to bude pokračovat! zašklebila se Dorka.

V posledńı rovnici zkrát́ıme mg a goniometrické funkce přeneseme na stejnou stranu:

sinα

cosα
= f → tanα = f → α = tan−1 f = tan−1 0, 2 ≈ 11◦

No, tak to si moc nezajezd́ıme, pomyslel si Karel. Když ale sledoval výpočet, tak si uvědomil, že kdyby
koeficient třeńı byl 0,6, což je běžná hodnota mezi pneumatikou a silnićı, tak by maximálńı úhel náklonu vyšel
31°. To si muśım pamatovat, až začnu jezdit autem, řekl si Karel a se svým poznatkem se svěřil Dorce. No
vid́ı̌s, jakej seš koumák! A dala mu pěst́ı pod žebro mnohem silněji, než před chv́ıĺı.

4.6 Šikmý vrh

Karel pozval Doru na jeho fotbalový zápas. Hraje dobře a obzvlášť je pyšný na svoje př́ımé kopy. Pěkně jsi
hrál, Karle, chváĺı ho Dora, a Karel se dme pýchou. Trošku ale ztratil zábrany a ještě si přisadil: Př́ımáky
vykopávám rychlost́ı 150 km/h! Dora se na něj podezř́ıvavě a zároveň trochu pobaveně pod́ıvá, vytáhne z kapsy
tužku a paṕır a něco si začne mumlat: Takže počátečńı rychlost asi 40 m/s, vykopne pod úhlem tak 30°, hmm,
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Obrázek 15: Šikmý vrh

hmm, odpor vzduchu zanedbám. Jak daleko by dokopnul? Je to v̊ubec možné? Nekecá zase ten Karel?. . .Co
mysĺıte, kecá Karel? Jak daleko by mı́č dopadnul?

Nejdř́ıve si velkoryse dovoĺıme zanedbat odpor vzduchu. Počátečńı rychlost v0 mı́̌ŕı pod úhlem α v̊uči zemi.
Počátečńı rychlost tedy můžeme rozložit do vodorovného a svislého směru: vx,0 = v0 cosα, vy,0 = v0 sinα.
Vtip je v tom, že gravitace p̊usob́ı svisle dol̊u a bude tak ovlivňovat jen vertikálńı složku rychlosti, zat́ımco
horizontálńı složka rychlosti z̊ustane během pohybu pořád stejná. Vertikálńı složka vy ubyde každou sekundu
o hodnotu g a pro jej́ı velikost plat́ı vy = vy,0 − gt. V nejvyšš́ım bodě je vertikálńı rychlost nulová, takže mı́č
dosáhne nejvyšš́ıho (kulminačńıho) bodu v čase tk = vy,0/g. Mı́č pak ale klesá stejnou dobu jako stoupal,
takže celkový čas letu je t = 2vy,0/g. Jak daleko ulet́ı v horizontálńım směru? Horizontálně ulet́ı vzdálenost

d = vx,0t =
2vx,0vy,0

g
=

2v20 cosα sinα

g

Dosazeńım hodnot pro údajný Karl̊uv kop dostaneme d = 141m. To by o hodně překopl celé fotbalové hřǐstě.
Karel si asi trochu zapřeháněl. 4

4.7 Zákon lomu

Dora kápla do akvárka trošku mléka a na hladinu namı́řila paprsek z laserového ukazovátka. Když paprsek
namı́řila kolmo na hladinu, tak bylo vidět, že normálně procháźı do vody. Když ale paprskem posv́ıtila na
hladinu trochu šikmo, tak najednou bylo vidět, že se paprsek po vstupu do vody trochu zlomil. Čı́m v́ıc šikmo
do vody mı́řila, t́ım bylo zlomeńı v́ıce patrné. Pod́ıvej, neńı to nádhera? Když posv́ıt́ı̌s na zrcadlo, tak se
paprsek vždy odraźı pod stejným úhlem, jako přiletěl. Při vstupu do vody ale změńı směr, p̊uvodně ve vzduchu
mı́řil pod úhlem α1 a po vstupu do vody už mı́ř́ı pod úhlem α2. Dı́ky takovým změnám směru při vstupu
do vody nebo skla funguj́ı oči, brýle, foťáky, kamery, prostě všechna optika. Aby bylo možné tyhle př́ıstroje
sestrojit, je potřeba rozumět tomu, jak se při lomu měńı směr paprsku, neboli když v́ıme úhel dopadu α1, tak
potřebujeme vědět, jaký bude úhel po lomu α2. Když se na to tak koukám, neńı to prostě tak, že ten úhel lomu
je polovičńı oproti úhlu dopadu, nebo že prostě stač́ı ten úhel dopadu α1 vynásobit nějakým č́ıslem menš́ım
než 1 a dostaneme ten úhel α2? Karel položil otázku a už to nešlo vźıt zpět. Dora se usmála a jala se mu vše
obš́ırně vysvětlit.

Vztah α2 = α1/2 bohužel (bohud́ık) neplat́ı. Je trochu složitěǰśı. Paprsek se po vstupu ze vzduchu do
vody nebo skla láme proto, že ve vodě světlo let́ı pomaleji než ve vzduchu. Nejrychleji let́ı světlo ve vakuu a
tuto rychlost znač́ıme c. Ve hmotném prostřed́ı je rychlost vždy menš́ı. Kolikrát menš́ı je, to vyjadřuje index
lomu prostřed́ı n. Ve vzduchu se světlo š́ı̌ŕı skoro stejně rychle jako ve vakuu, takže index lomu vzduchu je
skoro roven jedné n1 ≈ 1. Zato např. voda má index lomu 1,33 a sklo má index lomu roven zhruba n2 = 1, 5,
což znamená, že světlo se v něm š́ı̌ŕı 1, 5× pomaleji než vakuem.

Světlo je svou podstatou vlna. Je těžké si to představit, proto nejdř́ıve začneme vlnou na vodě. Na hladině
jsou mı́sta, kde je hladina vysoko a stř́ıdaj́ı se s mı́sty, kde je hladina ńızko. Vzdálenost mezi sousedńımi vršky
vlny označujeme jako vlnovou délku a znač́ıme λ. Vršky vlny na vodě se také pohybuj́ı nějakou rychlost́ı v.
Stejně tak světlo má určitou vlnovou délku a š́ı̌ŕı se určitou rychlost́ı. Světlo je takzvané elektromagnetické
vlněńı. Když procháźı vlna na vodě, tak se na daném mı́stě měńı výška hladiny a třeba se t́ım rozhoupe kus
dřeva. Dřevo tak jde nahoru a pak zase dol̊u a tak pořád dokola. Když elektromagnetické vlněńı procháźı

4V d̊usledku odporu vzduchu by samozřejmě při dané počátečńı rychlosti byl dolet daleko kratš́ı. Na internetových f́rech je
možné se doč́ıst, že profesionálové dokáž́ı kopnout rychlost́ı až 130 km/h, což jen utvrzuje zjǐstěńı, že Karel přeháněl.
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Obrázek 16: Zákon lomu

prostorem, ve kterém na určitém mı́stě lež́ı elektron, tak vlna rozhoupe tento elektron – chv́ıli je śıla p̊usob́ıćı
na elektron třeba nahoru, pak se postupně zmenšuje a začne mı́̌rit dol̊u a tak pořád dokola. Elektromagnetická
vlna je tedy schopná rozhoupat/rozkmitat elektron.

Dobře, to je tedy na úvod. Když světlo procháźı vzduchem, tak se oproti vakuu zpomaĺı n1×. Proto za
jednotku času uraźı kratš́ı vzdálenost a zmenš́ı se i vlnová délka: λ1 = λ/n1. Když procháźı vodou, tak jeho
vlnová délka je λ2 = λ/n2. Jak ale vid́ıme v obrázku 16, vršky vln (šedě) ve vzduchu a ve vodě na sebe muśı
pořád navazovat. A to je kĺıčem ke źıskáńı vztahu mezi α1 a α2. V obrázku vid́ıme dva trojúhelńıky, které
k sobě přiléhaj́ı přeponami. Odvěsna vrchńıho trojúhelńıku odpov́ıdá vlnové délce ve vzduchu λ1 = λ/n1 a
odvěsna spodńıho má délku λ2 = λ/n2. Obě odvěsny jsou protilehlé k úhl̊um α1 a α2. Délka přepony, která
je oběma trojúhelńık̊um společná, je pak

λ

n1 sinα1
= p =

λ

n2 sinα2

Vlnové délky ve vakuu λ se vykrát́ı a vezmeme převrácené hodnoty vzniklých výraz̊u, č́ımž dostáváme

n1 sinα1 = n2 sinα2

To je slavný zákon lomu, který svazuje úhly dopadu a lomu α1 a α2. Raději zde zd̊urazńıme, že tyto úhly
jsou měřeny od kolmice na rozhrańı dvou prostřed́ı.

St́ıháš sledovat, Karle? Zeptala se Dorka, když viděla, že Karel má nápadně přivřené oči a vyluzuje divné
neartikulované zvuky. Jo, samozřejmě, úplně ti viśım na rtech. Skvěle, tak teď bys mi měl být schopný ř́ıct,
pod jakým úhlem vzhledem ke kolmici na hladinu se bude š́ıřit paprsek ve vodě, když na hladinu posv́ıt́ım pod
úhlem 45°? Co má odpovědět Karel, aby ho Dora nepřistihla při ľzi?

Jednoduše dosad́ıme do zákona lomu:

n1 sinα1 = n2 sinα2 (1)
n1

n2
α1 = sinα2 (2)

sin−1

(
n1

n2
α1

)
= α2 = 36, 2◦ (3)

Úhel směřováńı paprsku ve vodě v̊uči kolmici na rozhrańı je tedy menš́ı, než úhel dopadaj́ıćıho paprsku ve
vzduchu. Tomuto jevu se ř́ıká lom ke kolmici.

Karel tušil, že se tedy moc nepředvedl. Když si ale už myslel, že z toho nějak vybruslil, jako bož́ı rána na
něj dopadla daľśı otázka... Dorka vzala laserové ukazovátko a posv́ıtila do akvárka ze spoda tak, že nejdř́ıve
procházel vodou a pak vystupoval do vzduchu. Když paprsek nešel moc šikmo k hladině, tak normálně vystoupil
do vzduchu. Když ho ale mı́ř́ıla v́ıc a v́ıc šikmo, tak vystupoval č́ım dál v́ıc do strany. V jednu chv́ıli
už vystupoval tak, že klouzal po hladině a když ukazovátko naklonila ještě o kousek v́ıc, tak už do vzduchu
nevystoupil v̊ubec! (obrázek 17) Naopak bylo vidět, jak se úplně odrazil směrem zpět do vody. To Karla
zaujalo. Dora to viděla a snažila se ho dále vzdělat. Tomu jevu se ř́ıká úplný odraz a nastává, když světlo
dopadá dostatečně šikmo na rozhrańı prostřed́ı, kde se světlo š́ıř́ı pomaleji, s prostřed́ım, kde se š́ıř́ı rychleji.
Teď ale pod́ıvej: Jaký muśı být minimálńı úhel dopadu paprsku z vody na rozhrańı se vzduchem, aby se paprsek
úplně odrazil zpět do vody?

Je to jednoduché, nejdř́ıve zjist́ıme, pod jakým úhlem muśı dopadat na rozhrańı, aby paprsek vystupuj́ıćı
do vzduchu přesně klouzal po hladině. Klouzáńı po hladině ale znamená úhel 90°. Tento úhel nazveme mezńı
úhel αm. Ze zákona lomu muśı platit

nvoda sinαm = nvzduch sin 90
◦ = 1
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Obrázek 17: Mezńı úhel při dopadu světla z vody na rozhrańı se vzduchem.

Obrázek 18: Magnetická śıla

Proto

αm = sin−1

(
1

nvoda

)
= sin−1

(
1

1, 33

)
≈ 48, 8◦.

Pro úhly větš́ı než 48,8° tak dojde na rozhrańı voda-vzduch k úplnému odrazu.
Dı́ky úplnému odrazu funguj́ı skleněná optická vlákna na přenos dat: světlo uvnitř se mnohokrát odraźı

od stěn a pořád z̊ustává uvnitř. Ten odraz je tak dobrý, že se energie světla skoro neztráćı, odrazy jsou tak
mnohem lepš́ı než u zrcadla a i po tiśıćıch odraz̊u světlo skoro nezeslábne.

4.8 Proton v magnetickém poli

Karle, Karle, dnes večer má být v Krušných horách vidět polárńı záře! Pojedeme! Pojedeme? Proč ne,
odpověděl po krátkém zamyšleńı Karel a už si v hlavě začal připravovat několik scénář̊u vývoje. . . Seděli spolu
na malé skalce daleko od všeho a všech. Na obzoru se mihotaly slabé červené a zelené světelné závěsy. Prostě
nádhera! Karel vyćıtil př́ıležitost a už už se chystal Doru vźıt za ruku. Vı́̌s, jak polárńı záře vzniká? zeptala
se bezelstně Dora a Karel jen suše polknul.

Magnet ledničky i Země maj́ı kolem sebe magnetické pole, které jde znázornit pomoćı indukčńıch čar.
Magnetické pole v daném mı́stě popisujeme vektorem magnetické indukce B⃗, který je tečný k indukčńı čáře.
Směr vektoru odpov́ıdá směru orientace magnetické střelky. Experimentálně bylo zjǐstěno, že když magnet-
ickým polem prolétá částice s elektrickým nábojem, třeba proton, tak na tuto částici p̊usob́ı magnetická śıla
a zakřivuje jej́ı trajektorii. Ukázalo se, že pokud částice let́ı kolmo na indukčńı čáry, tak śıla na ni p̊usob́ıćı
je maximálńı o velikosti F = qvB, kde q je elektrický náboj částice a v jej́ı rychlost. Když však částice let́ı
rovnoběžně s indukčńımi čarami, tak je śıla nulová. Když rychlost částice v⃗ a vektor magnetické indukce B⃗
sv́ıraj́ı nějaký obecný úhel α, tak velikost śıly bude někde mezi těmito dvěma extrémy. Velikost magnetické
śıly F pak urč́ıme tak, že z vektoru rychlosti si vezmeme jen tu složku, která mı́̌ŕı kolmo na B⃗. Z obrázku 18
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je patrné, že pro velikost magnetické śıly plat́ı

F = qv⊥B = qvB sinα .

Všimneme si také, že výraz vb sinα vyjadřuje obsah plochy rovnoběžńıku, který sv́ıraj́ı vektory v⃗ a B⃗. Krásně
tak vid́ıme, že když v⃗ a B⃗ mı́̌ŕı stejným směrem, tak se rovnoběžńık jakoby zavře a má nulovou plochu, tedy
i śıla je nulová.

Experimenty dále ukázaly, že směr śıly F⃗ je vždy kolmý jak na v⃗, tak na B⃗, tedy na oba vektory. V př́ıpadě
na obrázku śıla mı́̌ŕı směrem dol̊u do paṕıru.

Aby bylo možné všechny tyto zaj́ımavé vlastnosti napsat kompaktně do jednoho vztahu, tak byla zavedena
nová operace, takzvané vektorové násobeńı či vektorový součin, značený pomoćı operátoru ×. v našem
př́ıpadě bychom pak psali

F⃗ = q(v⃗ × B⃗)

Operace v⃗ × B⃗ je definována tak, že výsledkem je vektor, který je kolmý na oba vstupńı vektory, a jeho
velikost odpov́ıdá obsahu rovnoběžńıku sevřeného těmito vektory. Čtenář pozorněǰśı než Karel si jistě všiml,
že směr výsledného vektoru F⃗ jsme neurčili jednoznačně. Na obrázku mohl mı́̌rit buď dol̊u do paṕıru, nebo
nahoru ven z paṕıru. v obou př́ıpadech je splněna podmı́nka, že je vektor kolmý na v⃗ i B⃗. Směr je možno
určit např́ıklad pomoćı takzvaného pravidla levé ruky, které si čtenář může vyhledat. 5

Jak to všechno souviśı s polárńı zář́ı? Při erupćıch a magnetických bouř́ıch na Slunci je do prostoru
vyvrhováno spousta nabitých částic, typicky protony, které pak velkou rychlost́ı let́ı k Zemi. Po přibĺıžeńı
k Zemi se dostávaj́ı do zemského magnetického pole. Zakresleme si situaci tak, že magnetické pole Země
B⃗ mı́̌ŕı směrem do paṕıru a proton let́ı zleva doprava. Śıla na proton je pak kolmá k B⃗ i v⃗ a mı́̌ŕı směrem
nahoru. Śıla je kolmá na rychlost, takže nezp̊usob́ı změnu velikosti rychlosti, nýbrž změnu směru – zakřiv́ı
trajektorii. Po změně směru však śıla opět p̊usob́ı kolmo na rychlost. Takto dojdeme k tomu, že magnetická
śıla je vždy silou dostředivou a zp̊usob́ı ob́ıhańı částice po kružnici kolem indukčńıch čar. Částice je tak
polapena a jakoby se namotá na indukčńı čáry. V př́ıpadě zemského magnetického pole se pak pohybuje po
spirále kolem indukčńıch čar směrem k pól̊um, kde protony mohou narážet do molekul v atmosféře. Těmito
nárazy se molekuly ionizuj́ı, nebo se elektrony vybud́ı do vyšš́ıch energetických hladin. Při návratu elektron̊u
do jejich p̊uvodńıch pozic v molekulách jsou vyzařovány fotony, které pak vńımáme jako polárńı záři.

Magnetické pole Země odkláńı rychle let́ıćı nabité částice a t́ım chráńı atmosféru před jej́ım odvát́ım, jak
se to stalo třeba na Marsu. Pokud by magnetické pole zesláblo nebo zaniklo, tak povrch Země bude čelit
vyšš́ım dávkám UV zářeńı a ionizuj́ıćıho zářeńı a také by se v d̊usledku dopadaj́ıcho slunčeńıho větru dostaly
do problémů telekomunikačńı satelity a citilivá elektronika.

Nakonec dodejme, že operace vektorový součin se ve fyzice použ́ıvá hojně i na jiných mı́stech, např.
v definici momentu hybnosti nebo momentu śıly.

4.9 Osvětleńı plochy

Cestou na školńı výlet Dora a Karel proj́ı̌zděli okolo velkého solárńıho parku. Karla zaujalo, že panely nejsou
vodorovně se zemı́, nýbrž že jsou nakloněné. Pak ho ještě napadlo, že je bez kompasu schopen určit světové
strany. Nenechal si utéct př́ıležitost a se svým poznatkem se svěřil Doře, kterou to samozřejmě nenechalo
chladnou.

Je známo, že solárńı panely muśı být vhodně natočeny ke slunci, aby vyráběly co nejv́ıc elektrické energie.
Označme α úhel mezi slunečńımi paprsky a kolmićı na panel. Když slunečńı paprsky dopadaj́ı kolmo na
panel, α = 0, tak je výkon panelu největš́ı. Když dopadaj́ı šikmo, výkon panelu je menš́ı. Když by paprsky
šly rovnoběžně s plochou panelu, tedy α = 90◦, tak bude výkon prakticky nulový. Proč? Č́ım je úhel α
větš́ı, t́ım menš́ı počet částeček světla (foton̊u) panel pochytá. Č́ım v́ıc bude panel nakloněný, t́ım menš́ı se
jeho plocha bude jevit z pohledu přicházej́ıćıch foton̊u. Z obrázku 19 vid́ıme, že zdánlivá plocha panelu S′

se zmenš́ı faktorem cosα. Př́ıpadně na situaci můžeme nahlédnout i tak, že vektor vyjadřuj́ıćı dopadaj́ıćı
světlo rozlož́ıme do dvou směr̊u – kolmo k panelu a rovnoběžně s panelem – přičemž panel pochytá jen tu
pomyslnou část světla, která jde kolmo k panelu, viz obrázek 19. Při slunečném dnu a kolmém dopadu je
výkon slunečńıho světla na jednotku plochy asi 1 kW/m2. Pokud bychom měli panel třeba o ploše 2m× 2m
a dopadaly na něj paprsky pod úhlem 30° vzhledem ke kolmici na panel, tak pochytaná slunečńı energie za
1 s je potom

P0 = 1kW/m2 · S′ = 1kW/m2 · S cosα = 4

√
3

2
kW = 3, 46 kW.

5Vektorový součin c⃗ = a⃗ × b⃗ má podobně jako obyčejný součin tu d̊uležitou vlastnost, že plat́ı distributivita: a⃗ × (⃗b + c⃗) =

a⃗× b⃗+ a⃗× c⃗. V něčem je ale zákeřný – např́ıklad neńı komutativńı, nýbrž antikomutativńı: a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗. Zv́ıdavému čtenáři
doporučujeme vyhledat si daľśı vlastnosti vektorového součinu.
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Obrázek 19: Solárńı panel a dopad slunečńıch paprsk̊u

Obrázek 20: Tok orientovanou plochou

Účinnost přeměny dopadaj́ıćı solárńı energie na elektrickou je asi 25% a proto elektrický výkon solárńıho
panelu je Pe = 0, 87 kW. To je asi elektrický př́ıkon menš́ı rychlovarné konvice nebo fénu, či desetinásobek
př́ıkonu ledničky.

4.10 Tok plochou

Karel vytáhl Doru na ryby. Chtěl ji ukázat, že holýma rukama dokáže ulovit potravu, jako bájný pračlověk.
Ještě než však začal ĺıčit pruty, Dora si vlezla do vody, tř́ımaj́ıc v ruce jakousi kovovou obruč, kterou zřejmě
našla pohozenou někde u popelnic. Zrovna kolem ńı proplouvalo hejno malých rybiček po proudu řeky. Dora
r̊uzně natáčela obruč a mumlala si: malý tok rybiček, maximálńı tok rybiček, nulový tok rybiček, záporný tok
rybiček. To už Karlovi opravdu přǐslo divné a nezbývalo, než si to nechat vysvětlit.

Mějme proud rybiček jako na obrázku 20 a obruč, kterou v̊uči směru proudu r̊uzně natáč́ıme. Obruč
má k sobě přidělanou šipku kolmou na plochu obruče, která určuje orientaci obruče v prostoru. Pokud je
šipka ve směru proudu rybiček, tak obruč́ı skutečně proteče nejv́ıce ryb. Když bude šipka kolmo na směr
toku, tak naopak obruč́ı neprotečou žádné rybičky – tomu Dora ř́ıkala nulový tok rybiček. Když naopak
obruč otoč́ıme tak, že šipka mı́̌ŕı proti toku, a rybičky vzhledem k obruči protékaj́ı opačným směrem než
p̊uvodně, pak řekneme, že jejich tok obruč́ı je záporný. Když obruč́ı plynule otáč́ıme, tak se tok rybiček
obruč́ı postupně měńı, jak znázorňuje graf. Počet rybiček, které procházej́ı obruč́ı, tak záviśı na orientaci
obruče a proudu, na ploše obruče a na hustotě a rychlosti rybiček. Pojem tok je ve fyzice významný, zejména
v oblasti magnetismu, jak se ukáže později. Tuto myšlenku si podrž́ıme.
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Obrázek 21: Jednotková kružnice

5 Zavedeńı funkćı sinus a kosinus pro obecný úhel

5.1 Jednotková kružnice

Karel chtěl pozvat Dorku do kina, ale všechny filmy mu připadaly nějak nudné až pitomé, a tak si řekl, že
ji prostě pozve na dětské hřǐstě, kde je hezký kolotoč. Chv́ıli nad t́ım pochyboval a za normálńıch okolnost́ı
by mu to přǐslo infantilńı, ale už poznal, že Dora neńı ledajaká a že ji někdy zaujmou věci, o které by jiný
ani nezavadil. Takže už se navnadil, že se spolu budou točit na kolotoči a jen trnul, č́ım ho zase Dora
překvaṕı. . .Na hřǐsti bylo několik kolotoč̊u r̊uzných velikost́ı. Karel už začal mı́řit k tomu nejvěťśımu, jenže
Dora ho naopak táhla k tomu nejmenš́ımu. Na velký kolotoč máš ještě čas, pravila Dora starostlivě, a posadila
Karla na kolotoč o poloměru pouhý jeden metr. Do prašné země pod kolotočem potom patou vyryla dvě kolmé
čáry a označila je jako osu x a osu y. Pak se jala vyprávět . . .

Karel sed́ı na kolotoči o poloměru r = 1, čili sed́ı na takzvané jednotkové kružnici. Polohu Karla je možné
popsat pomoćı úhlu otočeńı φ, jako je na obrázku 21. Pak je možné źıskat souřadnice Karla na obvodu
kružnice jako

x = cosφ (4)

y = sinφ (5)

Hodnoty funkćı kosinus a sinus tedy odpov́ıdaj́ı souřadnićım x, y bodu na jednotkové kružnici. Dosud v́ıme,
jaké jsou hodnoty goniometrických funkćı pro úhly mezi 0 a 90°, neboli 0 až π

2 radián̊u. Co když se kolotoč
s Karlem otoč́ı o větš́ı úhel? Neńı to žádný problém.

Pro úplně libovolný úhel otočeńı kolotoče můžeme určit [x, y] souřadnice Karla v rovině. Co kdybychom
hodnoty goniometrických funkćı nedefinovali pomoćı poměr̊u stran v pravoúhlém trojúhelńıku jako doposud,
ale právě jako souřadnice x, y bodu, který se o určitý úhel φ otoč́ı po obvodu jednotkové kružnice? Ano,
přesně takhle můžu nově určovat hodnotu funkce sinus a kosinus pro úplně libovolný úhel! Sinus bude y-ová
souřadnice bodu na kružnici o poloměru 1, a kosinus bude x-ová souřadnice bodu na této jednotkové kružnici.
No a konečně tangens bude pod́ıl y/x, protože tanφ = sinφ/ cosφ. Mám na to jedno anglické př́ıslov́ı: ”Once
you get to know jednotková kružnice, you will never look back.” Kdykoli budeš řešit úlohu se siny a kosiny,
tak si nakresĺı̌s jednotkovou kružnici a rozlije se ti po těle pocit štěst́ı a jistoty.

Když se Karel na kolotoči bude točit, tak se postupně bude měnit úhel φ popisuj́ıćı jeho polohu a postupně
se taky bude měnit jeho souřadnice x a y. Když se bude točit proti směru hodinových ručiček, tak úhel otočeńı
φ bude nar̊ustat, když po směru ručiček, tak bude klesat. Pohybem po směru ručiček tedy jeho úhel otočeńı
může být klidně záporný. Když kolotoč otoč́ıme o 300° proti směru ručiček, tedy v kladném směru, tak
to je z pohledu výsledné polohy stejné, jako když ho otoč́ıme otoč́ıme o 60° v záporném směru. Jinými
slovy +300◦ ↔ −60◦. Podobně když kolotoč otoč́ıme o 500°, tak je poloha stejná jako když ho otoč́ıme
o 500◦ − 360◦ = 140◦.

V tom Dora Karla roztočila proti směru hodinových ručiček. . .
Úhel otočeńı postupně nar̊ustal a měnily se i souřadnice [x, y] určuj́ıćı Karlovu polohu. Y-ová souřadnice

nejdř́ıve nar̊ustala, ale při dosažeńı 90°=π/2 dosáhla maxima, tedy hodnoty 1, a začala postupně klesat. Při
překročeńı 180°=π y-ová souřadnice prošla nulou a stala se záporná a byla č́ım dál záporněǰśı. Při překonáńı
270°=3π/2 dosáhla hodnoty -1 a pak zase začala stoupat. Když se kolotoč otočil o úhel 360° zase do p̊uvodńı
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Obrázek 22: Funkce sinus jakožto y-ová souřadnice bodu na jednotkové kružnici.

polohy, tak souřadnice byla opět 0. Jenže souřadnice y odpov́ıdá hodnotě sinu daného úhlu. Když tedy
pro každý úhel φ zaznamenáme souřadnici y, tak vlastně zaznamenáme hodnotu sinφ. Když si vytvoř́ıme
tabulku dvojic (φ, sinφ) a vyneseme do grafu, tak dostaneme graf jako na obrázku 22. Argument funkce
sinus, zde úhel φ, se často označuje jako fáze. S t́ımto slovem se budeme dále setkávat.

Kolotoč ale můžeme klidně otočit o v́ıce než 360°. Nebo ho můžeme otáčet opačným směrem, po směru
hodinových ručiček, č́ımž se dostaneme do záporných úhl̊u a vždy zase můžeme zaznamenat souřadnici y
a tedy hodnotu sinφ. Hodnotu sinφ tak můžeme přisoudit jakémukoli úhlu φ a prodloužit graf do plus
nekonečna i do minus nekonečna. Podobně tak s kosinem, kde však sledujeme souřadnici x.

Z naš́ı nové definice funkćı kosinus a sinus pomoćı ztotožněńı se souřadnicemi [x, y] na jednotkové kružnici
jde pohledem na obrázek vyvodit několik zaj́ımavých vlastnost́ı těchto funkćı. Když si namı́sto úhlu φ
vezmeme stejně velký záporný úhel −φ, tak odpov́ıdaj́ıćı bod na jednotkové kružnici se překloṕı okolo vodor-
ovné osy x. T́ım se výška bodu změńı na opačnou, avšak x-ová souřadnice se nezměńı. To znamená, že

cos(−φ) = cos(φ) , sin(−φ) = − sin(φ)

Kosinus proto patř́ı mezi sudé funkce, zat́ımco sinus patř́ı mezi liché funkce.

5.2 Polárńı souřadnice

A pojď už konečně na ten věťśı kolotoč. Dora vzala Karla za ruku a dovedla ho ke kolotoči. Teď se konečně
Karlovi rozlil po těle pocit štěst́ı, ale nepřipisoval to svému nedávnému seznámeńı s jednotkovou kružnićı.

Karel si sednul na kolotoč o poloměru R a Dora ho roztočila. Poloha Karla v̊uči středu kolotoče v určitou
chv́ıli je definována poloměrem kolotoče R a úhlem otočeńı φ. Zřejmě pak jeho souřadnice [x, y] lze zapsat
ve tvaru

x = R cosφ

y = R sinφ

Stejně tak poloha Dory na zemi by vzhledem ke středu kolotoče šla popsat buď pomoćı kartézských
souřadnic [x, y], nebo pomoćı vzdálenosti od středu kolotoče r a pomoćı úhlu φ. Úhel φ hraje roli azimutu,
jak někdo zná třeba z orientačńıho běhu. Hovoř́ıme pak o určeńı polohy pomoćı polárńıch souřadnic (obrázek
23). Polárńı souřadnice se často použ́ıvaj́ı ve fyzice, třeba při analýze pohybu planet kolem Slunce.

Dokážete určit obrácený převodńı vztah, tedy jak při znalosti kartézských souřadnic [x, y] určit hodnoty
polárńıch souřadnic (r, φ)? Když kartézské souřadnice Dory budou [5; -3], jak poṕı̌seme jej́ı polohu v polárńıch
souřadnićıch?

5.3 Parametry otáčivého pohybu

Karel poslouchá a dále se otáč́ı na kolotoči o poloměru R. V každý moment, tedy v každý čas t, můžeme
určit jeho polohu. Sledujme nyńı jen y-ovou souřadnici Karla, která se v čase měńı. Ta lze popsat jako

y(t) = R sinφ(t) ,

kde zápis y(t) zd̊urazňuje, že y záviśı na čase t.
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Obrázek 23: Polárńı souřadnice

Otáčeńı kolotoče jde charakterizovat periodou otáčeńı T , tedy dobou trváńı jedné otočky. Když je perioda
T dlouhá, tak je otáčeńı pomalé a naopak. Někdy se hovoř́ı také o frekvenci otáčeńı f . Pokud je perioda
třeba p̊ul sekundy, tak se kolotoč otoč́ı 2× za sekundu a řekneme, že f = 2 Hertz (jednotka Hertz je to samé
jako s−1, čteme ”za sekundu”). Pokud je perioda T = 4 s, tak frekvence je 1

4 s
−1 Frekvence tedy znač́ı počet

otoček ze sekundu. Mezi těmito dvěma veličinami zřejmě plat́ı vztah

f =
1

T
.

Jakou rychlost́ı v se Karel pohybuje? Rychlost spoč́ıtáme tak, že urč́ıme uraženou dráhu s za nějaký
časový úsek t a spočteme

v =
s

t
.

Za jednu periodu T se otoč́ı kolem dokola po obvodu kruhu a uraźı tak dráhu s = 2πR a tedy

v =
2πR

T
= 2πRf (6)

Tomu se ř́ıká obvodová rychlost. Na př́ıklad když jedna otočka trvá 4 s a poloměr kolotoče jsou 3 metry,
tak rychlost sedačky v̊uči zemi je v = 3π

2 m/s ≈ 4, 7m/s.
Velice d̊uležitá je veličina úhlová frekvence neboli úhlová rychlost, která se znač́ı ω. Běžná rychlost

vyjadřuje, kolik objekt uraźı metr̊u za sekundu. Úhlová rychlost analogicky vyjadřuje, o kolik radián̊u za
sekundu se objekt otoč́ı. Definičńı vztah je

ω =
∆φ

∆t
,

tedy změna úhlu za čas. Tak např́ıklad pokud perioda bude T = 4 s, tak za jednu periodu se objekt otoč́ı
o celou otočku, což odpov́ıdá úhlu ∆φ = 2π, a poč́ıtáme

ω =
∆φ

∆t
=

2π

4
=

π

2
rad/s

Pro úhlovou rychlost přirozeně plat́ı

ω =
2π

T
,

protože za dobu T je uražený úhel celý kruh, neboli 2π. Ze vztahu 6 také vid́ıme, že plat́ı

v = ωR .

Všichni v́ıme, že uraženou dráhu spočteme jako s = vt. Podobně ale můžeme pomoćı úhlové rychlosti
spoč́ıst uražený úhel

φ(t) = ωt .

Pokud tedy je ω = π
2 rad/s, tak třeba za 6 s Karel na kolotoči uraźı úhel φ = 3π, což je jeden a p̊ul otočky.

Ypsilonovou souřadnici Karla tak můžeme psát jako

y(t) = R sinφ = R sin(ωt) = R sin(2πft) = R sin

(
2π

T
t

)
.

Analogicky bychom v př́ıpadě x-ové souřadnice jen nahradili sinus kosinem.
Zkuste zapsat y-ovou souřadnici Karla v závislosti na čase, pokud se kolotoč o poloměru 3m: a) otoč́ı

jednou za 5 sekund, b) otoč́ı třikrát za sekundu c) otoč́ı 10× za minutu d) otoč́ı o úhel 90° za dvě sekundy.
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Obrázek 24: Vliv parametr̊u na graf funkce y(t) = R sin(ωt+ φ0).

5.4 Graf funkce sinus

Pod́ıvejme se nyńı, jak bude v grafu vypadat y-ová souřadnice Karla, když se bude otáčet na r̊uzných
kolotoč́ıch r̊uznou rychlost́ı.

Vyjdeme ze situace, kdy se otáč́ı na kolotoči o poloměru R úhlovou rychlost́ı ω = π
2 s−1. Za sekundu tedy

udělá čtvrt otočky a jedna otočka pak trvá T = 4 s. Na obrázku 24 vlevo nahoře vid́ıme nám již známý graf.
Celou vlnku graf udělá za 4 s, tedy za dobu jedné periody T .

Když bude úhlová rychlost otáčeńı dvojnásobná, ω = π s−1, tak za jednu sekundu kolotoč udělá p̊ul
otočky (obrázek 24 vlevo dole). Perioda bude polovičńı, T = 2 s, a celou vlnku graf udělá za polovičńı dobu.
Kopečky grafu jsou pak nahuštěněǰśı. Kdyby naopak byla úhlová rychlost menš́ı a perioda deľśı, tak budou
kopečky řidš́ı.

Pokud by Karel už na začátku měřeńı času, tedy v čase t = 0, byl nějak pootočen od výchoźı pozice o úhel
φ0, tak by šlo psát

y(t) = R sin(ωt+ φ0)

Pokud je toto počátečńı pootočeńı kladné č́ıslo, tak to je jako kdyby se Karel začal otáčet už někdy dř́ıve a
v čase 0 už má něco ’naděláno’. V obrázku 24 vpravo nahoře je situace, kdy v počátku měřeńı času byl už
Karel pootočen o úhel π

4 = 45◦. Proto je graf posunutý doleva, jakoby začal s předstihem. Když by naopak
φ0 bylo záporné č́ıslo, tak se graf posune doprava. Jelikož vodorovná osa určuje čas, tak posun grafu doleva
či doprava neńı o hodnotu φ0 = π

4 , nýbrž o čas, jak dlouho trvá urazit tento úhel, tedy o

∆t =
φ0

ω
=

1

2
s .

Nakonec pokud by kolotoč měl jiný poloměr, třeba menš́ı, tak hodnoty y-ové souřadnice Karla budou
dosahovat menš́ıch hodnot a graf se sńıž́ı (obrázek 24 vpravo dole).

Nyńı tedy rozumı́me tomu, jak jednotlivé parametry ovlivňuj́ı vzhled grafu funkce y(t) = R sin(ωt+ φ0).
Podobně by tomu bylo pro kosinus. K funkci by mohl přibýt ještě jeden parametr, a sice y0, který by značil
ypsilonou souřadnici středu kola, či jinak řečeno výšku středu kola. Funkce by pak měla tvar

y(t) = R sin(ωt+ φ0) + y0 .

Graf funkce by se jednoduše posunul o hodnotu y0 nahoru.
Pokud bychom někde viděli, že máme vyšetřit, jaký vliv maj́ı jednotlivé parametery na pr̊uběh funkce

y(x) = A sin(bx+ c) + d, tak se nenecháme zmást, protože to je úplně to samé, jako jsme právě udělali. Jen
mı́sto R je A, mı́sto ω je b, mı́sto φ0 je c a mı́sto y0 je d.

Jako cvičeńı se pokuste: a) Nakreslit graf y-ové souřadnice Karla, pokud se toč́ı na kolotoči o poloměru
2 metry a jedna otočka trvá 3 sekundy. b) Nakreslit graf y-ové souřadnice Karla, pokud se toč́ı na kolotoči
o poloměru 2 metry a za jednu sekundu se otoč́ı o 60°, přičemž na začátku byl jǐz pootočen o úhel 90°. c)
Nakreslit graf funkce y(x) = 5 sin(2x+ 1)− 2. d) Zapsat rovnici funkce, kterou vid́ıte na obrázku 25.
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Obrázek 25: Cvičeńı: Zapǐste předpis funkce v grafu

Obrázek 26: Reprezentace sinusovky fázorem

5.5 Fázory

Karle, pojď si zahrát slovńı fotbal! žadonila Dora. Nechci. Chćıpák. Páka. Kazisvět. Světlo. Lotr. Trefa.
Fázor. Prohrálas, to slovo neexistuje! Posmı́vá se Karel. Existuje, tys prohrál!, a smála se, až se za břicho
popadala.

Funkce y = A sin(ωt + φ0) je charakterizovaná třemi parametry: amplitudou A, úhlovou frekvenćı ω a
počátečńı fáźı φ0. K funkci můžeme nakreslit jej́ı graf. Tuto funkci ale můžeme reprezentovat i v obrázku
pomoćı takzvaného fázoru (obr. 26). Slovo fázor vzniklo spojeńım slov fáze a vektor. Délka vektoru odpov́ıdá
amplitudě funkce A. Otočeńı vektoru v obrázku pak odpov́ıdá počátečńı fázi φ0. Koncový bod vektoru se
pak otáč́ı po kružnici o poloměru A úhlovou rychlost́ı ω. Hodnota funkce y je pak dána jako vertikálńı poloha
koncového bodu fázoru. Fázory se velmi hod́ı ve chv́ıli, kdy chceme sč́ıtat několik funkćı sinus. Tyto funkce
si totiž můžeme nakreslit jako vektory (fázory) a sč́ıtat je, což si umı́me hezky graficky představit. Př́ıklady
využit́ı reprezentace pomoćı fázor̊u si ukážeme záhy.

5.6 Prudkost kopce sinus

V sobotu Karel a Dora vyrazili na výlet do Krkonoš. Oba totǐz miluj́ı hory. Stáli na začátku trasy a naskytnul
se jim krásný pohled na celý hřeben, který budou přecházet. Pod́ıvej, Karle, ten horský hřeben vypadá jako
funkce sinus! tetelila se Dora. Pravdu d́ı̌s, odvětil Karel po staru, jak slyšel v jednom filmu. Ale pod́ıvej, když
jsi na vrcholku, tak je tam skoro rovinka, stejně jako v sedlech mezi vrcholy. Nejvěťśı námaha nás ale čeká
právě mezi vrcholem a sedlem, tam bývaj́ı svahy nejprudš́ı. . .

Graf funkce sinus vypadá jako kopcovité prostřed́ı (pohoř́ı), kde pořád chod́ıme nahoru a dol̊u. Projděme
se po těchto kopćıch zleva doprava a sledujme, jak se v pr̊uběhu procházky měńı prudkost svahu, po kterém
zrovna jdeme. Prudkost kopc̊u popsaných jako y(x) budeme značit y′(x). Pro funkci y = sinx v nejprudš́ıch
mı́stech při posunu o kouśıček ∆x doprava se posuneme o stejně velké ∆y nahoru (obrázek 27). Prudkost
svahu je pak

y′ =
∆y

∆x
= 1 .
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Obrázek 27: Prudkost změny funkce sinx a funkce sin 2x.

V nejprudš́ıch mı́stech z kopce je prudkost stejná, ale protože ztráćıme výšku, tak tam prudkost bude záporná,
-1. Na vrcholćıch kopc̊u je svah docela mı́rný a na úplném vrcholku jakoby to byla skoro rovinka, tedy prudkost
0. Mezi těmito diskutovanými mı́sty se prudkost plynule měńı. Můžeme tak vynést přibližný graf prudkosti
svahu v závislosti na mı́stě, kde se nacháźıme. Graf podezřele vypadá jako kosinus cosx, ale nemáme pro to
zat́ım žádný d̊ukaz. Nicméně budeme nyńı věřit, že to skutečně je kosinus.

Co by se stalo s grafem prudkosti svahu, kdyby kopečky byly dvakrát vyšš́ı, tedy y = 2 sinx? Zjevně
budou prudkosti také dvakrát větš́ı, y′ = 2 cosx.

Co kdyby kopečky byly dvakrát bĺıže u sebe, tedy y = sin 2x? Pak vid́ıme, že prudkosti také vzrostou a
plat́ı y′ = 2 cos 2x.

Co kdybychom pohoř́ı posunuli celé doprava nebo doleva, tedy y = sin(x+x0)? Pak se velikosti prudkost́ı
nijak nezměńı, jen se samozřejmě graf prudkosti posune spolu s pohoř́ım, neboli y′ = cos(x+ x0).

Když to vše shrneme, tak pokud je pohoř́ı popsáno vztahem

y = A sin(bx+ c) ,

tak prudkost pohoř́ı v závislosti na poloze je dána jako

y′ = Ab cos(bx+ c) .

Pro prudkost změny y-ové souřadnice pro otáčeńı kolotoče v čase samozřejmě plat́ı analogicky

y′ = Rω cos(ωt+ φ0) .

Kdybychom si nakreslili pohoř́ı ve tvaru funkce kosinus, kterážto je vlastně jen posunutou funkćı sinu, tedy

y = A cos(bx+ c)

tak bychom analogicky vyvodili, že pro prudkost plat́ı

y′ = −Ab sin(bx+ c) .

Jako cvičeńı určete, pro která x je prudkost funkce 1
2 sin(3x+ 2) + 1 rovna jedné.
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Obrázek 28: Velikost dostředivého zrychleńı

5.7 *Rychlost a zrychleńı na kolotoči

Při čekáńı na autobus ve Špindlerově mlýně si Dora a Karel šli ukrátit chv́ıli a zavzpomı́nat si na nedávnou
návštěvu dětského hřǐstě. Tentokrát si na kolotoč sedla Dora a Karel roztáčel. . .

Dora se otáč́ı na kolotoči poloměru R úhlovou rychlost́ı ω. Dř́ıve jsme ukázali, že jej́ı obvodová rychlost
má velikost

v = ωr

přičemž směr rychlosti je neustále tečný ke kružnicové trajektorii.
Co zrychleńı? Zrychleńı odpov́ıdá časové změně rychlosti

a⃗ =
∆v⃗

∆t
.

Vektor rychlosti se měńı směrem naznačeným v obrázku 28, takže vektor zrychleńı mı́̌ŕı směrem do středu
otáčeńı (takzvané dostředivé zrychleńı úzce spojené s dostředivou silou), vždy kolmo na směr rychlosti. Možná
si vybav́ıte, že plat́ı

a = vω = ω2R .

Proč to plat́ı? Opět napov́ı obrázek 28. Když se polohový vektor otoč́ı o úhel ∆φ, tak se o stejný úhel otoč́ı
i vektor rychlosti, jehož velikost je v = ωr. Velikost zrychleńı je

a⃗ =
v⃗2 − v⃗1
∆t

=
∆v⃗

∆t
.

Velikost změny rychlosti ∆v ale prakticky odpov́ıdá délce oblouku, který opsal konec vektoru v⃗, pokud ∆φ
je velmi malé. Délka tohoto oblouku je patrně v∆φ. Proto

|a| = v∆φ

∆t
= vω = ω2r .

T́ımto jsme ukázali platnost známého vztahu pro dostředivé zrychleńı.
Pod́ıvejme se nyńı, jak se v čase chovaj́ı y-ová souřadnice polohy, a y-ová složka rychlosti a zrychleńı.

Y-ová poloha Dory se měńı jako
y = R sinωt .

Z obrázku 29 je patrné, že pro y-ovou složku rychlosti plat́ı

vy = v cosφ = ωR cosφ

Konečně y-ová složka vektoru zrychleńı je

ay = −a sinφ = −ω2R sinωt = −ω2y .
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Obrázek 29: Poloha, rychlost a dostředivé zrychleńı při pohybu po kružnici.

Jednotlivé funkce jsou vyneseny v grafu v obrázku.
My však v́ıme, že rychlost je derivaćı polohové souřadnice a zrychleńı je derivaćı rychlosti, neboli zrychleńı

je druhou derivaćı polohové souřadnice. Źıskané vztahy proto můžeme psát i takto

y = R sinωt

vy = y′ = Rω cosωt

ay = y′′ = −Rω2 sinωt = −Rω2y

Tyto vztahy plat́ı i pro rychlost a zrychleńı kmitavého pohybu, který si rozebereme později. Zároveň si ale
můžeme všimnout, že jsme t́ımto ukázali platnost vztah̊u pro prudkost kopce z předchoźı kapitoly. Skutečně
vid́ıme, že prudkost funkce sinus odpov́ıdá funkci kosinus a nav́ıc prudkost funkce kosinus odpov́ıdá funkci
− sin.

5.8 Sinus, kosinus a tangens maličkých úhl̊u

Karle, kdybych já byla funkce sinus, jaká funkce bys chtěl být ty, aby ses mi mohl co nejv́ıce přibĺı̌zit? zeptala
se lǐsácky Dora.

Sinus, kosinus a tangens jsou funkce s komplikovaným pr̊uběhem. Nepatř́ı mezi algebraické funkce, což
znamená, že neńı možné např. sin(x) vyjádřit pomoćı konečného počtu jednoduchých operaćı jako sč́ıtáńı,
násobeńı, děleńı, nebo umocňováńı. Mnohdy se však hod́ı vyjádřit goniometrické funkce aspoň přibližně
pomoćı polynomu. Jinými slovy chceme naj́ıt takový polynom, aby

sin(x) ≈ a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

2 . . .

Když se pod́ıváme na graf funkce sinus a tangens (obrázek 30 nahoře vlevo), tak vid́ıme, že v okoĺı počátku
souřadnic jsou tyto funkce krásně koṕırovány obyčejnou lineárńı funkćı y = x. To je nádherná aproximace.
Když jsou úhly docela malé, tak v mnoha př́ıpadech můžeme využ́ıt přibĺıžeńı

sinx ≈ tanx ≈ x .

Samozřejmě x je úhel v radiánech, nikoli ve stupńıch!
Pro jak velké úhly ještě můžeme tuto aproximaci použ́ıt? To zálež́ı na tom, s jakou nepřesnost́ı jsme

ochotni se smı́̌rit. V grafu 30 vpravo dole vid́ıme, že pokud tolerujeme maximálńı nepřesnost 5%, tak
aproximaci můžeme použ́ıvat do úhlu o velikosti zhruba 30° pro funkci sinus a do úhlu asi 20° pro funkci
tangens.

Graf 30 vpravo nahoře zobrazuje funkci kosinus. Tu zjevně nejde v̊ubec aproximovat funkćı y = x.
Pokuste se přij́ıt na to, jaký předpis má kvadratická funkce na obrázku, která dobře aproximuje kosinus

pro malé úhly.
V obrázku je vidět, že pro x = 0 je y(0) = 1 a tedy kvadratická funkce obsahuje absolutńı člen a0 = 1.

Dále je patrné, že zobrazená funkce je sudá, tedy y(x) = y(−x). Z toho plyne, že hledaný polynom neobsahuje
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lineárńı člen, tedy a1 = 0. Nakonec je vidět, že y(2) = −1 = 1 − a2x
2 = 1 − 4a2, odkud zřejmě a2 = 1

2 .
Aproximace funkce kosinus pro malé úhly je tedy

cosα ≈ 1− x2

2
.

Z grafu procentuálńı odchylky v obrázku 30 je patrné, že tato aproximace kosinu je přesněǰśı než aproximace
sinu a tangensu funkćı y = x. Je to proto, že nyńı už se jedná o polynom druhého stupně, který je schopen
zachytit křivost funkce.

Co kdybychom se ale pokusili naj́ıt nějaký polynom vyšš́ıho stupně, který by lépe aproximoval funkci
sinus, třeba polynom třet́ıho stupně? Takový polynom skutečně existuje.

Z obrázku se pokuste určit předpis pro kubický polynom, který aproximuje funkci sinus v okoĺı počátku
soustavy souřadné. M̊užete se inspirovat úvahami provedenými pro kosinus.

Hledaný polynommá absolutńı člen nulový, protože funkce procháźı počátkem souřadné soustavy. Lineárńı
člen x z̊ustává, protože jen upřesňujeme předchoźı aproximaci. Bude polynom obsahovat kvadratický člen?
Nebude, protože funkce sinus je lichá. Hledáme tak koeficient ve členu a3x

3. V obrázku vid́ıme

y(x) = x+ a3x
3

y(3) = −1, 5 = 3 + a33
3

a3 = −1

6

a proto vylepšená aproximace je

sinx ≈ x− x3

6

Z grafu je zřejmé, že tato aproximace funguje velice dobře pro úhly až do jednoho radiánu.
Uvedené aproximace se ve fyzice zhusta použ́ıvaj́ı. Možná vás napadne, jestli by třeba funkce sinus a

kosinus nešly aproximovat ještě lépe, kdybychom použili polynomy vyšš́ıch stupň̊u (pátého, sedmého . . . ).
A skutečně, jde to! Koho to zaj́ımá, nechť si vyhledá heslo Taylor̊uv rozvoj či Taylorova řada.

Závěrem ješte uvedeme jednu aproximaci, která sice nesouviśı s goniometrickými funkcemi, ale velice často
se použ́ıvá ve fyzikálńıch úvahách. Na obrázku 31 si všimněte grafu funkce

y =
√
1 + x ≡ (1 + x)

1
2 .

V okoĺı bodu x = 0 jsou hodnoty odmocniny velmi podobné hodnotám zakreslené lineárńı funkce.
Jaký předpis má zakreslená lineárńı funkce, která v okoĺı x = 1 aproximuje funkci y =

√
1 + x?

Hledaná lineárńı funkce má zjevně předpis y = 1 + x
2 . Pro malá x, kde x ≪ 1, lze proto mnohdy použ́ıt

aproximaci

y =
√
1 + x ≡ (1 + x)

1
2 ≈ 1 +

1

2
x

Neujde naš́ı pozornosti, že aproximace je ve tvaru (1+x)p ≈ y = 1+px. Zamyslete se, jestli taková aproximace
bude platit i pro jiná č́ısla p nežli je 1

2 .
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Obrázek 30: Aproximace goniometrických funkćı polynomem.

Obrázek 31: Aproximace funkce y =
√
1 + x lineárńı funkćı y = 1 + x

2 v okoĺı x = 0
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Obrázek 32: Goniometrické funkce pro úhly α, α± π, π − α.

6 Goniometrické vzorce

6.1 Základńı vztahy

Některé ze základńıch vztah̊u už byly zmı́něné, ale nezaškod́ı je zopakovat. Vezměme si pravoúhlý trojúhelńık
s přeponou délky 1. Délky odvěsen pak jsou a = sinα a b = cosα. Podle Pythagorovy věty je a2 + b2 = 1 a
plat́ı tedy významná identita

sin2 α+ cos2 α = 1 .

Z pozorováńı v jednotkové kružnici (obrázek 32) plynou následuj́ıćı vztahy

cos(−α) = cos(α)

sin(−α) = − sin(α)

sin(α) = cos(
π

2
− α)

sin(π − α) = sin(α)

cos(π − α) = − cos(α)

6.2 Součtové vzorce

Všichni to známe z nějakého grafického poč́ıtačového programu: máme nějakou šipku, která zač́ıná v bodě
[0, 0] a konč́ı v bodě [x, y]. Ve fyzikálně-matematické hantýrce bychom řekli, že je to vektor, který lze
zapsat ve složkách jako c⃗ = (x, y). Aby se nám to nepletlo, složky vektoru si však radši označ́ıme jako a, b:
c⃗ = (x, y) ≡ (a, b). Tuto šipku (vektor) chceme otočit kolem jej́ıho počátečńıho bodu třeba o úhel β = 30◦

oproti p̊uvodńı poloze. Program to hravě zvládne. Jenže program nejdř́ıve muśı vypoč́ıtat novou polohu
koncového bodu [x′, y′]. Jak to udělá?

Pro jednoduchost si vezměme šipku délky c = 1. V počátečńı poloze je úsečka už otočená o úhel α v̊uči
vodorovnému směru (osa x). Již v́ıme, že poloha koncového bodu pak lze napsat jako

[x, y] = [cosα, sinα] .

V nové poloze bude úhel odchýleńı od vodorovného směru roven α+ β a nový koncový bod proto bude mı́t
souřadnice

[x′, y′] = [cos(α+ β), sin(α+ β)] .

V obrázku 33 je situace znázorněná.
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Obrázek 33: Odvozeńı součtových vzorc̊u

Vektor c⃗ můžeme napsat jako součet dvou vektor̊u a⃗, b⃗ , z nichž prvńı mı́̌ŕı jen do směru x a druhý jen
do směru y. Když otoč́ıme horizontálńı vektor a⃗ o délce a = cosα o úhel β, dostaneme vektor

a⃗′ = (a cosβ, a sinβ) = (cosα cosβ, cosα sinβ) .

Když naopak otoč́ıme vertikálńı vektor b⃗ o délce b = sinα opět o úhel β, dostaneme vektor

b⃗′ = (−b sinβ, b cosβ) = (− sinα cosβ, sinα sinβ) .

Po provedeném otočeńı vektor̊u a⃗, b⃗ je opět sečteme a dostaneme tak otočený p̊uvodńı vektor c⃗′ = a⃗′ + b⃗′.
Souřadnice [x′, y′] konce otočené šipky pak dostaneme tak, že sečteme horizontálńı složky vektor̊u a⃗′, b⃗′ a pak
jejich vertikálńı složky. Nakonec máme

x′ = cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

y′ = sin(α+ β) = cosα sinβ + sinα cosβ

T́ım dostáváme slavné součtové vzorce

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ (7)

sin(α+ β) = cosα sinβ + sinα cosβ (8)

To je nějaké divné. Určitě jsme někde po cestě udělali chybu. Což takhle pro kontrolu ověřit výsledek pro
α = 60◦ a β = 30◦?

cos(90◦) = cos 60◦ cos 30◦ − sin 60◦ sin 30◦ ==
1

2
·
√
3

2
−

√
3

2
· 1
2
= 0

sin(90◦) = cos 60◦ sin 30◦ + sin 60◦ cos 30◦ =
1

2
· 1
2
+

√
3

2
·
√
3

2
=

1

4
+

3

4
= 1

Funguje to! 6

Dobře, máme součtové vzorce. Existuje ale jeden významný speciálńı př́ıpad. Jak lze s užit́ım součtových
vzorc̊u kompaktně vyjádřit sin(2α) = sin(α+α)? Tomu se řekne vzorec pro sinus dvojnásobného argumentu.

Tupě dosad́ıme do součtového vzorce, prostě bety nahrad́ıme alfami

sin(2α) = sin(α+ α) = cosα sinα+ sinα cosα = 2 sinα cosα

6Jen upozorńım, že poč́ıtačový program má však souřadnice koncového bodu šipky uložené jako dvojici [x, y]. Z předchoźıho
postupu vyplývá, že souřadnice nového koncového bodu pak dostaneme jako

x′ = x cosβ − y sinβ

y′ = x sinβ + y cosβ

To je zp̊usob, jakým program vypoč́ıtá otočeńı šipky.
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A to se vyplat́ı pamatovat. Když si pamatujeme tento vztah, tak si snáze vzpomeneme, jak vypadaj́ı součtové
vzorce. Ve vzorci pro sinus jsou součiny sin krát cos a znaménko +.

Dř́ıve jsme si odvodili vztah pro vzdálenost dopadu při šikmém vrhu/kopu

2v20 cosα sinα

g

To je sice pěkné, ale je z toho vidět, pod jakým úhlem α vzhledem k zemi muśıme házet, abychom dohodili co
nejdál? A do jaké vzdálenosti mı́č dolet́ı, když ho hod́ıme pod t́ımto nejvýhodněǰśım úhlem?

Vztah můžeme přepsat

d =
v20 · 2 cosα sinα

g
=

v20 sin(2α)

g

Nejdál dohod́ıme při takovém úhlu, kdy sin(2α) je maximálńı. V argumentu sinu muśı proto být 2α = 90◦ a
tedy α = 45◦! Hodnota sinu je pak 1 a maximálńı délka hodu je

dmax =
v20
g

Jak by vypadaly vzorce pro rozd́ıl úhl̊u cos(α− β) a sin(α− β)?
Všude výraz β nahrad́ıme výrazem −β. Pak si uvědomı́me, že kosinus je funkce sudá, tedy cos(−β) =

cos(β) a funkce sinus je lichá, tedy sin(−β) = − sin(β). Odtud pak již snadno

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ

sin(α− β) = − cosα sinβ + sinα cosβ

A uměl bys odvodit vzorec pro polovičńı argument, tedy pro cos α
2 ?

Vı́me, že
cos 2α = cos2 α− sin2 α

Proto muśı platit i

cosα = cos2
α

2
− sin2

α

2
Nyńı sin α

2 vyjádř́ıme pomoćı kosinu a upravujeme

cosα = cos2
α

2
− (1− cos2

α

2
)

cosα = 2 cos2
α

2
− 1

1 + cosα

2
= cos2

α

2

| cos α
2
| =

√
1 + cosα

2

Platnost vztahu je možné vidět i z obrázku 34.
Nakonec pomoćı součtových vzorc̊u ověřte vztahy z kapitoly 6.1.

6.3 Vzorce součet-součin

Karle, zkoušel jsi někdy seč́ıst součtové vzorce? Cože? No, seč́ıst vzorce

sin(α+ β) = cosα sinβ + sinα cosβ (9)

sin(α− β) = − cosα sinβ + sinα cosβ (10)

Sečteme-li tyto rovnice pod sebou, dostaneme

sin(α− β) + sin(α+ β) = 2 sinα cosβ

Tomu se někdy ř́ıká vzorec součet-součin. Vystupuj́ı tam č́ısla α − β a α + β. My bychom však sṕı̌se chtěli
vztah pro součet sin(x) + sin(y) pro libovolná č́ısla x a y. Muśıme si však uvědomit, že libovolná dvě č́ısla x,
y jde napsat ve výše uvedeném tvaru. Zkusme naj́ıt taková č́ısla α a β, aby platilo

x = α+ β

y = α− β
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Obrázek 34: Vztah pro kosinus polovičńıho argumentu.

Dokážete vyjádřit α a β pomoćı x a y?
Nejprve rovnice sečteme a dostaneme vyjádřeńı α pomoćı x a y. Potom rovnice odečteme a dostaneme

vyjádřeńı β.

α =
x+ y

2

β =
x− y

2

Vzorec součet součin tedy lze psát ve tvaru

sin(x) + sin(y) = 2 sin(
x+ y

2
) cos(

x− y

2
)

Jak by vypadal vzorec, kdybychom chtěli součinem vyjádřit

sin(x) + sin(x+ δ)?

Pouze dosad́ıme za y = x+ δ a dostaneme

sin(x) + sin(x+ δ) = 2 sin(x+
δ

2
) cos(

δ

2
)

Tento vzorec si podrž́ıme v paměti, protože má zaj́ımavé fyzikálńı konsekvence.
Jako cvičeńı se pokuste odvodit, jak budou vypadat analogické vzorce pro

sin(x)− sin(x+ δ) cosx+ cos y .

6.4 *Prudkost kopce sinus podruhé

V předchoźım jsme tvrdili, že pokud máme kopcovitý terén, tedy funkci y(x), která vypadá jako funkce sinus,
tak prudkost terénu v závislosti na souřadnici x můžeme vyjádřit jako funkci kosinus. Kreslili jsme si obrázky
a vypadalo to rozumně, ale nepodali jsme d̊ukaz.

Prudkost měř́ıme tak, že se posuneme ve směru osy x o malý kouśıček ∆x a sledujeme, o jak velký kouśıček
∆y se změńı naše výška. Když je ∆y velká oproti ∆x, tak řekneme, že kopec je prudký, neboli prudkost
definujeme výrazem prudkost = ∆y

∆x . Když jdeme do kopce, tak je prudkost kladná a z kopce je záporná,
protože ∆y je záporné. Mějme funkci y = sin(x). Prudkost na libovolné souřadnici x pak lze vyjádřit

prudkost[sin(x)] =
∆y

∆x
=

∆sin(x)

∆x
=

sin(x+∆x)− sin(x)

∆x
(11)

Zde výraz sin(x+∆x) rozvineme pomoćı součtového vzorce, kde α ↔ x, β ↔ ∆x

sin(x+∆x) = cos(x) sin(∆x)− sin(x) cos(∆x)
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Obrázek 35: Prudkost funkce pro dané x, neboli jej́ı derivaci v tomto bodě, definujeme jako pod́ıl ∆y
∆x , přičemž

∆x bereme co nejmenš́ı.

Teď vezmeme v potaz, že ∆x je jen co nejmenš́ı posun, tedy je to č́ıslo skoro nulové. Dř́ıve jsme zavedli
užitečné aproximace pro velmi malý argument:

sin∆x ≈ ∆x cos(∆x) ≈ cos 0 = 1 .

Potom
sin(x+∆x) ≈ cos(x)∆x+ sin(x)·

Toto zasuneme zpět do vztahu (11) pro prudkost

prudkost[sin(x)] =
sin(x+∆x)− sin(x)

∆x
≈ cos(x)∆x+ sin(x)− sin(x)

∆x
=

cos(x)∆x

∆x
= cos(x)

Skutečně jsme tak potvrdili předchoźı tvrzeńı, že prudkost funkce sinus odpov́ıdá funkci kosinus. Jak již bylo
řečeno, zápis prudkost[f(x)] se obvykle zkracuje na f ′(x).

Co kdybychom stejný postup provedli pro funkci kosinus a chtěli bychom vědět, jakou funkćı lze vyjádřit
jej́ı prudkost? Co by vyšlo?

Obdobným postupem bychom dostali, že prudkost cosx lze vyjádřit jako − sinx. Všimněme si znaménka
minus.

Máme zde zaj́ımavé pozorováńı: Prudkost změny sinus je kosinus. Prudkost změny kosinu je -sinus.
Prudkost změny prudkosti změny sinu je proto -sinus. Právě tato vlastnost dělá funkci sinus mimořádně
zaj́ımavou pro fyziku. Nast́ıńıme proč: Časovou prudkost změny polohy nazýváme rychlost. Časová prudkost
změny rychlosti je zrychleńı. Zrychleńı má ve fyzice mimořádný význam, protože vystupuje v Newtonově
pohybovém zákonu. Prudkost změny označujeme jako derivaci. Jde tedy ř́ıci, že rychlost je časová derivace
polohy a zrychleńı je časová derivace rychlosti. Spojeńı ’Prudkost změny prudkosti změny’ přelož́ıme jako
’druhá derivace’ a tedy zrychleńı je druhou časovou derivaćı polohy. Sinus je tedy funkce, jej́ıž druhá derivace
je opět sinus, ale se záporným znaménkem. Jak se ukáže, existuje řada fyzikálńım systémů, pro které plat́ı,
že zrychleńı je úměrné záporné vzaté hodnotě polohy. V takovém př́ıpadě se systém pohybuje tak, že se
poloha měńı v čase harmonicky jako funkce sinus.
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6.5 Tabulka d̊uležitých goniometrických vzorc̊u

sin2 α+ cos2 α = 1 (12)

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ (13)

sin(α+ β) = cosα sinβ + sinα cosβ (14)

sin(2α) = 2 sinα cosα (15)

cos(2α) = cos2 α− sin2 α (16)

| cos α
2
| =

√
1 + cosα

2
(17)

sin(x) + sin(y) = 2 sin(
x+ y

2
) cos(

x− y

2
) (18)

sin(x) + sin(x+ δ) = 2 sin(x+
δ

2
) cos(

δ

2
) (19)
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Obrázek 36: Elektromagnetická indukce

7 Fyzikálńı a jiné aplikace

7.1 Stř́ıdavý proud

7.1.1 Elektromagnetická indukce

Ukážu ti něco strašně zaj́ımavého, je to skoro jako kouzelnický trik. Dora na st̊ul položila drátek mnohokrát
namotaný na trubičku (neboli ćıvku), magnet, aparát na měřeńı elektrického napět́ı neboli voltmetr a pár
kabĺık̊u. Voltmetr připojila ke konc̊um ćıvky a významně se na Karla pod́ıvala. Pak vzala do ruky magnet,
přibĺı̌zila ho k ćıvce a začala j́ım pomalu otáčet. V tom ručička voltmetru začala kmitat. Elektrické napět́ı
nejdř́ıve nar̊ustalo, pak zase začalo klesat, kleslo pod nulu, pak se zase začalo r̊ust a tak pořád dokola. Dora se
pod́ıvala ještě významněji. Vı́̌s, co to je? Karel jen zavrtěl hlavou. Je to malá elektrárna na výrobu stř́ıdavého
proudu. Chv́ıli tlač́ı elektrony jedńım směrem, to pak ukazuje voltmetr kladné napět́ı a za chv́ıli potom zase
tlač́ı elektrony druhým směrem a to pak vid́ıme záporné napět́ı. Kdybychom si nakreslili do grafu napět́ı,
které ukazuje voltmetr v r̊uzných časech, tak bychom dostali sinusovku třeba jako na obrázku 36. Karel chv́ıli
neř́ıkal nic, ale pak vytušil, že se má zeptat – PROČ?

Magnet, kterým Dora točila, má okolo sebe magnetické pole, které jde znázornit takzvanými indukčńımi
čarami. Nebudeme nyńı řešit, jak přesně vypadaj́ı indukčńı čáry v okoĺı tyčového magnetu. Budeme si
představovat, že dostáváme rovnoběžné indukčńı čáry. Když Dora točila magnetem v okoĺı ćıvky, tak
vytvářela točivé magnetické pole, tedy směr indukčńıch čar se otáč́ı. Stejně tak kdyby točila ćıvkou v ne-
hybném magnetickém poli, tak se v̊uči ćıvce bude směr magnetického pole otáčet, a tyto situace jsou ekviva-
lentńı.

Kdybychom si indukčńı čáry představili jako proud vody, tak ćıvkou proteče nejv́ıc vody, když indukčńı
čáry mı́̌ŕı ve směru osy ćıvky. Když budou indukčńı čáry nějak na šikmo k ose ćıvky, tak proteče méně
vody. Když naopak indukčńı čáry mı́̌ŕı kolmo na osu ćıvku, tak vnitřkem ćıvky nebude protékat žádná voda.
S t́ımto jsme se setkali již při studiu toku rybiček obruč́ı. Tento pomyslný pr̊utok indukčńıch čar ćıvkou
označujeme jako magnetický indukčńı tok a znač́ıme Φ. Magnetický indukčńı tok Φ je t́ım větš́ı, č́ım větš́ı je
plocha pr̊uřezu ćıvky, č́ım silněǰśı je magnetické pole B a záviśı také na tom, jak moc indukčńı čáry mı́̌ŕı ve
směru osy ćıvky. Uplatňovat se bude jen složka magnetického pole B⃗ mı́̌ŕıćı ve směru osy ćıvky. Když osa
ćıvky a vektor B⃗ sv́ıraj́ı úhel α, tak pr̊umět B⃗ do směru osy je roven B cosα, jak je patrné v obrázku 36.

Z toho vyvod́ıme, že plat́ı

Φ = BS cosα , (20)

kde úhel α mezi osou ćıvky a směrem indukčńıch čar se postupně v čase měńı, jak se ćıvka a magnetické pole
v̊uči sobě otáčej́ı. Úhel otočeńı můžeme vyjádřit jako α = ωt, kde ω znač́ı, o jak velký úhel v radiánech se
ćıvka a magnetické pole vzájemně otoč́ı za 1 s.

Jeden z největš́ıch experimentátor̊u všech dob, Michael Faraday, v 19. stolet́ı objevil, že mezi konci ćıvky
vzniká elektrické napět́ı U ve chv́ıli, kdy se měńı magnetický indukčńı tok vnitřkem ćıvky, a že č́ım je v čase
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změna toku Φ prudš́ı, t́ım je indukované napět́ı větš́ı 7

U = −dΦ

dt
,

kde ṕısmeno d je synonymum ke znaku ∆, který obvykle znač́ı změnu, přičemž zd̊urazňuje, že změna času je
vždy jen maličká.

Když v okoĺı ćıvky máme otáčivé magnetické pole, tak do posledńıho vztahu dosad́ıme za Φ ze vztahu
(20) a dostáváme

U = −d(BS cosα)

dt
= −BS

d(cosα)

dt

S postupnou změnou α se tok Φ měńı podle funkce kosinus. Indukované napět́ı odpov́ıdá prudkosti změny
toku v čase. Nakresĺıme si funkci kosinus a představ́ıme si, že je to profil nějakého terénu, kopce, po kterém se
postupně procháźıme zleva doprava. Sledujeme, kdy je terén nejprudš́ı a kdy nejméně prudký, tedy sledujeme,
jak bude namáhavé daným mı́stem procházet. To už jsme ale přeci dělali! Prudkost funkce kosinus vypadá
jako funkce − sin. Také jsme ukázali, že prudkost funkce y = R cosωt lze vyjádřit jako y′ = −Rω sinωt.

Když se vrát́ıme k ćıvce a magnetickému poli a shrneme vše dohromady, tak

U = −dΦ

dt
= −d(BS cosα)

dt
= −d(BS cos(ωt))

dt
= BSω sinωt

Neńı to nádhera? Indukované napět́ı se v čase měńı jako hodnota křivky sinus – chv́ıli je kladné a chv́ıli
záporné. Napět́ı je př́ımo úměrné velikosti magnetické pole B, ploše pr̊uřezu ćıvky S a úhlové rychlosti
otáčeńı ćıvky ω. A toto je základ téměř veškeré výroby elektřiny na Zemi v tepelných, jaderných, vodńıch i
větrných elektrárnách – vedle velké ćıvky se velkou rychlost́ı otáč́ı silný magnet poháněný turb́ınou.8 Stř́ıdavé
napět́ı pak putuje do zásuvek v našich bytech, kde se jeho okamžitá hodnota v čase také měńı jako funkce
sinus.

V elektrárnách jsou okolo otáčej́ıćıho se magnetu rozmı́stěny tři ćıvky do hvězdice, kde každá ćıvka je
pootočena o 120° oproti předchoźı ćıvce. Každá ćıvka tak produkuje stř́ıdavé napět́ı popsané funkćı sinus,
akorát napět́ı z jednotlivých ćıvek jsou v̊uči sobě fázově posunutá.

7.1.2 Napět́ı v zásuvce

Vı́̌s Karle, jaké je napět́ı v zásuvce? No to náhodou v́ım – 220 V! Ale kdeže! Bejvávalo! Je to 230 V, vysmála
se Karlovi Dora. Jenže je to přeci stř́ıdavé napět́ı, takže má každou chv́ıli jinou hodnotu. Tak 230 v je možná
maximálńı hodnota? Neńı to maximálńı hodnota, ale takzvaná efektivńı hodnota. Vysvětĺım ti to. . . .

Napět́ı v zásuvce je stř́ıdavé, což znamená, že mezi levou a pravou zd́ı̌rkou se napět́ı plynule měńı z
kladných hodnot do záporných a zase naopak, že v určité chv́ıli je napět́ı maximálńı a v určité chv́ıli zase
nulové. Napět́ı je tedy v každý okamžik jiné. Údaj 230 V označuje takzvané efektivńı napět́ı. Je to napět́ı,
které by musel mı́t stejnosměrný proud, aby dodával stejný výkon, tedy např. abychom stejnosměrným
proudem ohřáli vodu v konvici za stejnou dobu jako stř́ıdavým proudem. Výkon proudu je dán jako součin
velikosti proudu topnou spirálou konvice a napět́ı mezi jej́ımi konci. Velikost proudu je ale př́ımo úměrná
velikosti napět́ı – č́ım větš́ı napět́ı, t́ım větš́ı teče proud. Pro okamžitý výkon stř́ıdavého proudu pak plat́ı:

P (t) = U(t) · I(t) = Umax sin(ωt) · Imax sin(ωt) = UmaxImax sin
2(ωt)

Graf funkce sin2(ωt) je v obrázku 37. Je vidět, že jej́ı středńı hodnota je 1
2 , protože obdélńık o výšce jedna

polovina bude mı́t stejný obsah jako je obsah plochy pod naš́ı funkćı. Středńı hodnota výkonu P̄ pak je

P̄ =
1

2
UmaxImax = (

1√
2
Umax) · (

1√
2
Imax)

Z posledńıho výrazu je patrné, že pokud bychom měli stejnosměrné napět́ı a proud o velikostech

Uef =

√
2

2
Umax, Ief =

√
2

2
Imax ,

tak by výkon byl stejný jako v př́ıpadě stř́ıdavého proudu. Vztah mezi efektivńı a maximálńı hodnotou
stř́ıdavého napět́ı je tedy

Umax =
2√
2
Uef =

2√
2
· 230V ≈ 325V.

Napět́ı v zásuvce proto dosahuje maximálńı hodnoty 325 V.

7Nebudeme se zde zabývat t́ım, proč je ve vztahu ještě znaménko minus, čtenáře odkážeme na nastudováńı Lenzova zákona.
8Pouze fotovoltaické solárńı elektrárny využ́ıvaj́ı k výrobě elektrického proudu jiný princip.
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Obrázek 37: Středńı hodnota funkce sin2 x.

7.1.3 Fázové a sdružené napět́ı

Byl hezký jarńı den a Karel se nab́ıdl, že u Dory za domem bude kydat hn̊uj. Pod́ıvej, něco ti ukážu. Vı́̌s,
kolik zd́ıřek má zásuvka? Zeptala se Dora. To v́ım, dvě zd́ıřky s fázovým a neutrálńım vodičem a jeden
zemńıćı koĺık. Odpověděl sebevědomě Karel. Tak se pod́ıvej na tuhle zásuvku, a Dora odklopila v́ıčko zásuvky
na stěně chléva. . . .

Už jsme si řekli, že v běžné zásuvce doma je mezi fázovým vodičem (levá zd́ı̌rka) a neutrálńım vodičem
(pravá zd́ı̌rka) časově proměnné stř́ıdavé napět́ı, které jde popsat rovnićı

u(t) = 325 sin(ωt+ ϕ)

kde ω = 2πf = 100π rad/s
Kdo má domek, tak má možná někde u garáže zásuvku, která má 5 zd́ı̌rek: zemńıćı vodič, neutrálńı a tři

fázové. Ta se dá použ́ıt na pohon silných spotřebič̊u. Do této zásuvky jsou do třech zd́ı̌rek přivedeny všechny
tři fáze. Napět́ı každé z těchto zd́ı̌rek oproti neutrálńımu vodiči jde popsat výše uvedeným vztahem, akorát
se každá zd́ı̌rka lǐśı ve fázovém posunu ϕ. Fáze stř́ıdavého proudu jsou od sebe posunuté o 120°, což vyplývá
z konstrukce AC generátoru, kde jsou ćıvky v kruhu posunuté o 120°. Fázové posuny jsou tedy postupně
0, 2π/3, 4π/3. Silný spotřebič je pak možné zapojit mezi dvě fázové zd́ı̌rky. Ř́ıkáme pak, že využ́ıvá sdružené
napět́ı. Napět́ı, které ćıt́ı spotřebič jde potom vyjádřit jako rozd́ıl napět́ı mezi těmito dvěma zd́ı̌rkami, tedy

u(t) = 325[sin(ωt)− sin(ωt+ ϕ)]

kde ϕ = 2π/3.
Jakou velikost má amplituda sdruženého napět́ı? Můžeme si pomoci obrázkem 38 s fázory, které zna-

zorňuj́ı jednotlivé sinusovky. Výpočet rozd́ılu napět́ı se pak redukuje na zjǐstěńı délky strany pravoúhlého
trojúhelńıku.

Dokážeme grafický výsledek potvrdit čistě pomoćı goniometrických vzorc̊u? Můžeme využ́ıt vzorec součet-
součin (18) a dostaneme

u(t) = 325[sin(ωt)− sin(ωt+ ϕ)]

= 325[sin(ωt) + sin(−ωt− ϕ)]

= 325[2 cos(ωt+ ϕ/2) sin(−ϕ/2)]

= 2 · 325 sin(−π/3) cos(ωt+ ϕ/2)

= −2 · 325
√
3

2
cos(ωt+ ϕ/2)

= −325 ·
√
3 cos(ωt+ ϕ/2)

Amplituda sdruženého napět́ı je potom 563 V, tedy
√
3 větš́ı než fázového napět́ı. Efektivńı hodnota

sdruženého napět́ı je opět
√
2× menš́ı, než jeho amplituda, přičemž 563/

√
2 = 398. Často se proto ř́ıká,

že se pak spotřebič zapojuje na napět́ı 400 V, namı́sto obvyklých 230 V. Napět́ı je prostě větš́ı faktorem
√
3.

7.2 Vlněńı

7.2.1 Rovnice postupné vlny

Když na vodńı hladině kmitáme mı́čem, tak se od mı́če š́ı̌ŕı vlna. Budeme nyńı předpokládat, že tvar vlny je
sinusovka, i když to neńı úplně pravda. Mı́čem kmitáme nahoru a dol̊u, přičemž jeho výchylka v čase oproti
středńı poloze je popsána rovnićı

ymic(t) = A sin(2π
t

T
) .
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Obrázek 38: Sdružené napět́ı – napět́ı mezi dvěma fázovými vodiči. (obrázek zásuvky z webu obi.cz)

Řekněme, že perioda kmitáńı mı́če je 1 s. Již v́ıme, že této periodě odpov́ıdá frekvence f = 1 s−1 a úhlová
rychlost ω = 2π s−1. Vlna se po hladině š́ı̌ŕı rychlost́ı v, řekněme v = 2m/s. Když uděláme fotku vlny,
tak uvid́ıme, že vršky vln jsou od sebe ve vzdálenosti λ. Této vzdálenosti dvou vršk̊u postupné vlny se ř́ıká
vlnová délka. Vzdálenost dvou vršk̊u je vzdálenost, kterou vlna uraźı za jednu periodu kmitáńı mı́če, tedy

λ = vT .

Ve vzdálenosti x = 5m od kmitaj́ıćıho mı́če je žalud, který se také houpe na hladině a měńı se tak jeho
vertikálńı výchylka, kterou označ́ıme y. Než k žaludu dospěje vršek vlny vytvořený mı́čem, trvá to dobu
∆t = x/v, v našem př́ıpadě tedy ∆t = 2, 5 s. Budeme nyńı předpokládat, že vlna neslábne (což vlastně
neńı pravda). Potom žalud bude kmitat se stejnou amplitudou jako mı́č, ale bude jakoby ćıtit kmitáńı mı́če
s časovým zpožděńım tak, jak mı́č kmital před časem ∆t = 2, 5 s. Toto časové zpožděńı zahrneme do rovnice
pro popis časové výchylky žaludu

y = A sin

(
2π

t−∆t

T

)
Časové zpožděńı ale záviśı na vzdálenosti x žaludu a rychlosti postupu vlny v. Za časové zpožděńı dosad́ıme
x/v a vzápět́ı si vzpomeneme, že λ = vT , a tedy

y(x, t) = A sin

(
2π

t− x/v

T

)
y(x, t) = A sin

(
2π

[
t

T
− x

λ

])

Všimneme si, že už se jedná o závislost na dvou proměnných, čas t a vzdálenost x. Této rovnici se ř́ıká rovnice
postupného vlněńı. V posledńı rovnici vid́ıme v argumentu sinu dva výrazy, přičemž perioda v prvńım časovém
výrazu hraje formálně stejnou roli jako vlnová délka v prostorovém výrazu. Šlo by řici, že vlnová délka je
jakousi prostorovou periodou. Pro naši konkrétńı polohu žaludu x = 5m máme

y(t) = A sin(2πt− 5π) .

Fázový posun žaludu oproti mı́či je 5π. Co to znamená? Úhel 5π je ekvivalentńı úhlu π, tedy 180°. My však
z kapitoly 6.1 v́ıme, že sin(α − π) = − sinα. Když je mı́č nahoře, tak je žalud dole a naopak. Žalud oproti
mı́či kmitá takzvaně v protifázi.

Rovnice postupné vlny ale p̊ujde napsat i s použit́ım úhlové frekvence ω namı́sto periody t. Uvědomı́me
si, že ω = 2π/T . V analogii k tomu si můžeme zavést i nový výraz pro prostorovou frekvenci k = 2π/λ.
Tomuto č́ıslu se někdy ř́ıká vlnočet nebo vlnové č́ıslo. Rovnici postupné vlny pak jde psát kompaktně ve
tvaru

y(x, t) = A sin(ωt− kx) . (21)

7.2.2 Sč́ıtáńı vlněńı stejné frekvence s fázovým posunem

Dora a Karel se šli koupat k rybńıku. Dora se však ani nesvlékla, jen si vyhrnula nohavice, vzala si dva
gumové mı́če a už se sápala do vody. V každé ruce držela jeden mı́č a začala jimi na hladině kmitat nahoru
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Obrázek 39: Postupná vlna

Obrázek 40: Dva synchronně kmitaj́ıćı mı́če na vodńı hladině a kmitaj́ıćı žalud opodál. Pozad́ı obrázku bylo
źıskáno z videa kanálu Veritasium https://www.youtube.com/watch?v=Iuv6hY6zsd0

a dol̊u. Od mı́č̊u se š́ıřily vlny. Vlny na hladině vytvářely zaj́ımavý pravidelný vzor. Pod́ıvej na ty žaludy!
Vid́ı̌s? Jeden se na hladině houpe nahoru a dol̊u, ale támhleten se nehoupe, jenom stoj́ı, přestože k němu
přicházej́ı vlny od obou mı́č̊u! Neńı to nádhera? Je, vzmohl se Karel.

Dora v každé ruce drž́ı balon a synchronně s balóny kmitá na vodńı hladině (obrázek 40). Od každého
balonu se š́ı̌ŕı vlna. V určitém mı́stě na vodńı hladině je žalud. K žaludu doputuje vlna od prvńıho i od
druhého mı́če. K druhému mı́či to ale může být jinak daleko než k prvńımu mı́či, takže vlny k žaludu už
nedospěj́ı ve fázi, nýbrž je mezi nimi fázový posun δ. Pro fázový posun plat́ı δ = 2π(L2 − L1)/λ, kde ∆L1,2

znač́ı vzdálenost od žaludu k prvńımu resp. druhému mı́či.
Může se dokonce stát, že od prvńıho mı́če k žaludu doraźı vršek vlny a zároveň od druhého mı́če k němu

doraźı doĺık. Vlny od obou zdroj̊u se tak v daném mı́stě budou neustále rušit a žalud pak vlastně bude na
klidné hladině – v̊ubec nebude kmitat nahoru a dol̊u, amplituda kmitáńı bude nulová. Jinde je naopak mı́sto,
kam vždy vlny z obou zdroj̊u doraźı ve fázi, tedy vršky zároveň a pak doĺıky zároveň. Takové mı́sto hladiny
bude kmitat hodně nahoru a dol̊u – amplituda kmitáńı bude dvojnásobná. Nepřekvaṕı nás, že v prvńım
př́ıpadě rušeńı vln muśı jejich fázový rozd́ıl být roven lichému počtu π, tedy δ = (2k+1)π, zat́ımco v druhém
př́ıpadě je to sudý počet δ = 2kπ. Pokud bude fázový rozd́ıl jiný než jsou násobky π, tak amplituda kmitáńı
daného mı́sta bude někde mezi těmito extrémy. Jedná se vlastně o sč́ıtáńı dvou sinusovek, které jsou vzájemně
posunuté, jak znázorňuje obrázek 41.

Kmitáńı žaludu na hladině lze vyjádřit jako součet dvou sinusovek ve formě

y(t) = A sin(ωt) +A sin(ωt+ δ)

Podle užitečného vzorce součet-součin

sin(x) + sin(x+ δ) = 2 sin(x+
δ

2
) cos(

δ

2
)

dostáváme pro kmitáńı žaludu

y(t) = sin(ωt) + sin(ωt+ δ) = 2 sin(ωt+
δ

2
) cos(

δ

2
)

y(t) = 2 cos
δ

2
sin(ωt+

δ

2
)

Amplituda kmitáńı žaludu je ta část výrazu, která neńı závislá na čase, tedy

A = 2 cos
δ

2
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Obrázek 41: Sč́ıtáńı sinusovek s fázovým rozd́ılem a r̊uznými amplitudami.

Obrázek 42: Sč́ıtáńı sinusovek s fázovým rozd́ılem.

Dosazeńım δ = 0 a δ = π si rychle ověř́ıme, že źıskaná výsledná amplituda odpov́ıdá p̊uvodńımu rozboru
situace. Takový výsledek ale vid́ıme i napravo v obrázku 41, kde jsme obě sinusovky reprezentovali fázorem.
Výsledná amplituda odpov́ıdá délce výsledného fázoru. Různá mı́sta na vodńı hladině tak kmitaj́ı s r̊uznou
amplitudou v závislosti na tom, s jakým fázovým rozd́ılem δ do mı́sta dospěj́ı vlny z r̊uzných zdroj̊u.

Pokud by vás zaj́ımalo, jak by se sč́ıtaly sinusovky s nestejnými amplitudami, tak je to znázorněno
v obrázku 42, kde je opět využito zobrazeńı pomoćı fázor̊u. V takovém př́ıpadě už doplněný rovnoběžńık
neńı kosočtverec a úhlopř́ıčka proto nep̊uĺı úhel a nejde pak využ́ıt vztah pro kosinus polovičńıho úhlu. Ve
výpočtu se využivá kosinová věta, kterou se však budete učit později.

7.2.3 Stojaté vlněńı

Dora vyskládala do mikrovlnky vedle sebe toustové chleby a zapnula ji. Po chv́ıli začal vycházat hustý dým a
velký smrad. Troubu otevřela, vyvalil se kouř a vyndala toustové chleby. A hle, byly spálené jen na určitých
mı́stech, byly tam zuhelnatělé punt́ıky ve vzdálenosti 6 cm od sebe. Vid́ı̌s, mikrovlnka neohř́ıvá rovnoměrně.
Uvnitř vzniká totǐz stojatá vlna, takže elektromagnetické pole někde kmitá hodně, tam se chleba spálil, a někde
zase v̊ubec, chlubila se Dora svým výtvorem.

Generátor elektromagnetického vlněńı v troubě vyśılá vlnu, řekněme směrem doprava, která se však od
protěǰśı stěny odráž́ı. Původńı vlna mı́̌ŕıćı doprava se skládá s odraženou vlnou mı́̌ŕıćı doleva. Odražená
vlna se pohybuje prostorem opačným směrem. Původńı a odraženou vlnu je proto možné popsat rovnicemi
postupného vlněńı

y1(t, x) = A sin(ωt− kx)

y2(t, x) = A sin(ωt+ kx)
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Obrázek 43: Kmitny a uzly na stojaté vlně

kde k = 2π/λ je dř́ıve zavedené vlnové č́ıslo.

Výsledná vlna potom

y(t, x) = y1(t, x) + y2(t, x) = A[sin(ωt− kx) + sin(ωt+ kx)]

To je však výraz ve tvaru

sin(α− β) + sin(α+ β) = 2 sinα cosβ

kde α = ωt a β = kx. Proto

y(t, x) = y1(t, x) + y2(t, x) = A[sin(ωt− kx) + sin(ωt+ kx)]

= 2A sin(ωt) cos(kx)

= 2A sin(ωt) cos(2π
x

λ
)

Pokud se pod́ıváme do nějakého konkrétńıho mı́sta x, tak zde v čase docháźı ke kmitáńı s úhlovou frekvenćı
ω, jak je popsáno členem sin(ωt). Amplituda kmitáńı v tomto mı́stě je určena výrazem

|2A cos(2π
x

λ
)| .

Pro která x nabývá tato amplituda kmitáńı maximálńı hodnoty?

Je to pro taková x, kdy | cos(kx) = 1|, to jest pokud

2π
x

λ
= nπ ,

kde n je nějaké celé č́ıslo. A tedy

x = nλ/2 .

Takovým mı́st̊um řekneme kmitny a jejich vzájemná vzdálenost je λ/2.

Existuj́ı naopak nějaká mı́sta, kde je amplituda kmitáńı nulová, kde vlastně ke kmitáńı nedocháźı? Ano,
je to v mı́stech, kde cos(kx) = 0, což plat́ı pro x = (n+ 1

2 )λ/2, kde n je libovolné celé č́ıslo. Takovým mı́st̊um
s nulovou amplitudou řekneme uzly a jejich vzájemná vzdálenost je opět λ/2. Situaci znázorňuje obrázek 43.

Generátor mikrovlnné trouby produkuje elektromagnetické vlněńı na frekvenci f = 2, 45GHz. Při
rychlosti světla c = 3 × 108 m/s to odpov́ıdá vlnové délce λ = c/f ≈ 12 cm. Vzdálenost mı́st s vysokou
intenzitou ohřevu je proto polovina vlnové délky, tedy 6 cm.

Stojaté vlněńı má ve fyzice obrovský význam. Stojaté vlněńı vzniká na strunách hudebńıch nástroj̊u a
umožňuje jim vydávat př́ıjemný zvuk. V dechových nástroj́ıch zase vzniká stojaté zvukové vlněńı v trubićıch
a dutinách. V neposledńı řadě toho využ́ıvaj́ı lidské hlasivky, které rozkmitávaj́ı vzduch v dýchaćı trubici.
T́ım to však nekonč́ı. Elektrony v atomech a molekulách lze připodobnit ke stojatému vlněńı. Existuj́ı totiž
mı́sta v atomech, kde se elektron nemůže nacházet – to jsou uzly stojatého vlněńı, a naopak mı́sta, kde
elektron nalezneme s největš́ı pravděpodobnost́ı, což jsou kmitny elektronové vlny.
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Obrázek 44: Vznik ráz̊u (černá křivka) sč́ıtáńım kmitáńı o dvou bĺızkých frekvenćıch 100 Hz a 110 Hz (červená
a modrá křivka).

7.2.4 Rázy

Chceš si poslechnout něco př́ıjemného? zeptala se záhadně Dora. Ano? vyloudil ze sebe podezř́ıvavě Karel.
Dora si na mobilu našla webovou stránku s online tónovým generátorem 9 a pustila tón komorńıho a, tedy
f1 = 440Hz. Nic zvláštńıho. Potom ale otevřela druhou záložku a nastavila tón f2 = 441Hz. Významně se
pod́ıvala a spustila i druhý tón. A co se nedělo! Z mobilu se začalo ozývat takové koĺısavé houkáńı. To je,
co? houkala nadšeně Dora. To teda! odvětil Karel s neurčitým výrazem.

Jak je to možné? A co kdybychom zkusili smı́chat tón frekvence 440 Hz a 442 Hz - v čem by se situace
změnila? Proč to tak je?

Zkuśıme odpovědět matematikou. Do ucha doraźı zvukové vlněńı o dvou r̊uzných frekvenćıch. Zvukové
vlny se sč́ıtaj́ı a v mı́stě bub́ınku vytvářej́ı časově proměnný tlak vzduchu se složitěǰśım pr̊uběhem, než
je jednoduchá sinusovka. Nejprve si ale obyčejné frekvence převedeme na úhlové frekvence: ω1 = 2πf =
880π rad/s ω2 = 2πf = 882π rad/s a rozd́ıl je δ = 2π rad/s. Sč́ıtaj́ı se kmitáńı, která lze vyjádřit jako
y1(t) = sin(ωt) a y2(t) = sin([ω + δ]t). Ze vzorce součet-součin ale dostáváme

sin(ωt) + sin(ωt+ δt) = 2 sin(ωt+
δ

2
t) cos(

δ

2
t)

Člen sin(ωt + δ
2 t) popisuje rychlé kmitáńı bub́ınku na frekvenci 881π rad/s = 440,5 Hz, což zp̊usobuje, že

zase slyš́ıme nějaký tón. Člen cos( δ2 t) má daleko nižš́ı frekvenci, pouhých π rad/s = 0,5Hz, což představuje
koĺısáńı intenzity s periodou 2 sekundy, které nás zaj́ımalo v prvńı řadě. Hlasitěǰśı zvuk ale slyš́ıme 1x za
sekundu, protože z obrázku 44 vid́ıme, že zvuk bude nejhlasitěǰśı, když je cos v maximu nebo v minimu.

Když změńıme druhý tón na 442 Hz, tak δ = 4π a člen cos( δ2 t) bude mı́t dvojnásobnou frekvenci, tedy
1 Hz, a zhlasitěńı pak nastane 2x za sekundu. Vid́ıme tedy, že č́ım jsou vstupńı frekvence vzdáleněǰśı, t́ım
je koĺısáńı rychleǰśı a č́ım jsou bĺıže, t́ım je koĺısáńı pomaleǰśı. Vyzkoušejte si na vlastńı uši, že matematika
funguje!

7.2.5 *Interference na dvoǰstěrbině

Máš oči jako dvě štěrbiny! posmı́val se Karel, když ve dveř́ıch viděl Doru s opuchlýma očima nejsṕı̌s po
dlouhém ponocováńı. No jo no, podařilo se mi ale zopakovat dvoǰstěrbinový experiment! pravila Dora
v́ıtězoslavně.

Jedná se o historicky mimořádně významný experiment. Mějme dvě maličké tenoučké rovnoběžné štěrbinky
ve vzdálenosti b od sebe (obrázek 45). Ve větš́ı vzdálenosti za štěrbinkami je b́ılá destička, často označovaná
jako st́ıńıtko. Na tyto štěrbinky sv́ıt́ıme koherentńım světlem – to může být v moderńı době laserový paprsek
a v dř́ıvěǰśı době slunečńı světlo, které předt́ım prošlo malinkým otvorem.

větlo je vlněńı o úhlové frekvenci ω. Za dvěma štěrbinkami bychom očekávali dvě světelné stopy. Avšak
světelný obrazec na st́ıńıtku je mnohem zaj́ımavěǰśı: vid́ıme mnoho světlých proužk̊u a mezi nimi tmavá

9https://onlinetonegenerator.com/
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Obrázek 45: Interference na dvoǰstěrbině

mı́sta. Tento experiment byl nezvratným d̊ukazem, že světlo se chová jako vlněńı. Každá štěrbinka se chová
jako samostatný zdroj světelné vlny. Tyto štěrbinky jsou jako zdroje vlněńı ve fázi – kmitaj́ı synchronně. Do
daného mı́sta na st́ıńıtku doraźı vlny z jednoho i druhého otvoru a tyto vlny se sečtou. V některých mı́stech
přicházej́ı tak, že vždy společně přijdou jejich vršky nebo jejich doĺıky. Tam se vlny vzájemně posiluj́ı a mı́sto
je pak světlé. Jinde společně doraźı vršek z jednoho zdroje a doĺık z druhého zdroje. Tam se vzájemně vyruš́ı
a v daném mı́stě je tma.

Nakresleme si situaci. Štěrbiny jsou ve vzdálenosti b od sebe, přičemž polovinu této vzdálenosti označ́ım
a = b/2. Ve vzdálenosti d od štěrbin je st́ıńıtko. Vzdálenost štěrbin b muśı být maličká, řádově mikrometry,
zat́ımco vzdálenost je st́ıńıtku d je proti tomu mnohem větš́ı, typicky deśıtky cm. Budeme tedy mı́t na
paměti, že a ≪ d, neboli a/d ≪ 1. Postupně se posouváme po st́ıńıtku – měńıme souřadnici y a zjǐsťujeme,
jak se v daném mı́stě sečtou vlny ze dvou r̊uzných zdroj̊u. Velikost x se pohybuje řádově v milimetrech až
centimetrech. Nejdř́ıve vyjádř́ıme vzdálenosti daného mı́sta od obou štěrbin

l1 =
√

(x− a)2 + d2

l2 =
√
(x+ a)2 + d2

Vytkneme d

l1 = d

√
(x− a)2

d2
+ 1 = d

√
x2 − 2ax+ a2

d2
+ 1

l2 = d

√
(x+ a)2

d2
+ 1 = d

√
x2 + 2ax+ a2

d2
+ 1

Pokud bude x2 ≪ d2, tedy pokud st́ıńıtko bude relativně malé oproti vzdálenosti st́ıńıtka od štěrbin, tak výraz
(x2 − 2ax+ a2)/d2 je výrazně menš́ı než 1. Dı́ky tomu můžeme použ́ıt užitečnou aproximaci

√
1 + p ≈ 1+ p

2
a zbavit se tak odmocniny

l1 ≈ d

(
x2 − 2ax+ a2

2d2
+ 1

)
l2 ≈ d

(
x2 + 2ax+ a2

2d2
+ 1

)
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Nyńı vyjádř́ıme rozd́ıl vzdálenost́ı ∆l

∆l = l2 − l1 ≈ 2ax

d
=

bx

d

Dráhovému rozd́ılu ∆l odpov́ıdá časový rozd́ıl

∆t =
∆l

c
=

bx

dc
,

kde c je rychlost š́ı̌reńı světla.

Do daného mı́sta x tak dopadaj́ı dvě vlněńı a sč́ıtaj́ı se. Výchylku vlněńı lze popsat funkćı

y(t) = sin(ωt) + sin(ω[t−∆t])

y(t) = sin(ωt) + sin(ωt− ω
bx

dc
)

Jedná se tedy o součet sinusovek o stejné frekvenci, ale s fázovým posunem ω∆t. Výraz na pravé straně je
však ve formě

sin(x) + sin(x− δ) = 2 sin(x− δ

2
) cos(

δ

2
) .

Proto součet sinusovek můžeme napsat jako součin

y(t) = sin(ωt) + sin

(
ωt− ω

bx

dc

)
y(t) = 2 sin

(
ω

[
t− ∆t

2

])
cos

(
ω

bx

2dc

)

Sinusový člen je ve všech mı́stech x stejný a vyjadřuje prostě časově proměnnou výchylku (elektrického pole).
Kosinusový člen však záviśı na x a naopak nezáviśı na čase. Ovlivňuje tedy amplitudu vlněńı v daném mı́stě.
Intenzita světla I v daném mı́stě je úměrná druhé mocnině amplitudy vlněńı. Uváž́ıme-li ještě, že ω = 2πc/λ,
dostaneme

I(x) ∝ cos2
(

ωb

2dc
x

)
= cos2

(
πb

λ
x

)
.

Dostáváme tak pr̊uběh intenzity osvětleńı v závislosti na poloze x na st́ıńıtku. Prozkoumejme trochu tuto
závislost. Č́ım je větš́ı frekvence světla ω, tedy např. když změńıme barvu z červené na modrou, t́ım
k sobě budou maxima funkce I(x) bĺıže – proužky budou hustěji u sebe. Podobně pokud budeme zvětšovat
vzdálenost štěrbin, tak se také proužky budou přibližovat k sobě. Naopak zmenšeńı vzdálenosti štěrbin vede
k oddáleńı proužk̊u, takže proužky jsou od sebe snáze rozlǐsitelné. Pokud bychom na štěrbinu posv́ıtily b́ılým
světlem, které obsahuje červenou, zelenou i modrou, tak každé barvě budou odpov́ıdat proužky trochu v jiné
vzdálenosti a výsledný obrazec na st́ıńıtku bude jakoby duhový. Dostáváme tedy zp̊usob, jak rozložit b́ılé
světlo do duhy, do spektra, na základě interference světla z v́ıce zdroj̊u. Akorát tento zp̊usob ještě muśıme
trochu vylepšit.

Co kdyby v destičce nebyly štěrbiny dvě, nýbrž čtyři – k p̊uvodńım dvěma by z každé strany přibyla ještě
jedna štěrbina? V daném mı́stě na st́ıńıtku se pak budou sč́ıtat čtyři sinusovky ze čtyř zdroj̊u, jak znázorňuje
obrázek 46. Každou sinusovku je možné reprezentovat jej́ım fázorem. Vid́ıme, že v mı́stě, kde předt́ım bylo
polosvětlo, protože se sečetly dvě sinusovky s fázovým rozd́ılem 90°, tak nyńı je úplná tma, protože se sč́ıtaj́ı
sinusovky s fázovými posuny 0°, 90°, 180° a 270° a zjevně se fázory sč́ıtaj́ı na nulu. Ve výsledku jsou proužky
na st́ıńıtku užš́ı než předt́ım. Když přidáme daľśı a daľśı štěrbiny, tak se proužky budou dál zužovat až budou
velmi úzké. Při osvětleńı štěrbin b́ılým světlem se tak proužky jednotlivých barev už nebudou překrývat,
nýbrž budou krásně oddělené (situace pro př́ıpad šestnácti štěrbin je na obrázku 47). Tento mechanismus
umožňuje rozkládat světlo do spekter s velkou citlivost́ı a umožňuje tak třeba přesnou chemickou analýzu
r̊uzných sloučenin a nebo třeba analýzu složeńı hvězd. V praxi bývá štěrbin vedle sebe stovky až tiśıce, ve
vzájemné vzdálenosti řádově mikrometry.

Proč byl dvoǰstěrbinový experiment přelomový? Jednoznačně dokázal, že světlo má vlnovou povahu.
Později se ukázalo, že světlo jde nahĺıžet jednak jako vlnu, jednak jako proud částic – foton̊u. Tomu se ř́ıká
vlnově částicový dualismus. Když foton může mı́t vlnovou povahu, proč by i jakákoli jiná částice (proton,
elektron, atom), nemohla mı́t vlnovou povahu? Tato úvaha je základem kvantové mechaniky, přelomové
teorie d́ıky které chápeme chováńı částic na úrovni atomů a molekul.
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Obrázek 46: Interference světla na čtyřech štěrbinách

Obrázek 47: Rozklad b́ılého světla na 16 štěrbinách
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Obrázek 48: Interference na odrazové mř́ıžce, např. na povrchu CD.

7.2.6 Difrakčńı mř́ıžka

Dora držela v jedné ruce cédéčko, v druhé ruce laserové ukazovátko a stoupla si jeden metr před stěnu. A teď
sleduj! Laserem zasv́ıtila proti cédéčku. Laserový paprsek se odrazil a na stěně byla vidět stopa, jenže stopa
nebyla jedna, nýbrž jich bylo několik na r̊uzných mı́stech!

Jaktože se laserový svazek rozděĺı a vid́ıme světlo vycházet v r̊uzných směrech? CD má na povrchu
pravidelnou strukturu vryp̊u, mezi kterými je určitá malá vzdálenost b. Při dopadu světla na vryp se tento
chová jako zdroj světla, který světlo vyśılá všemi směry. Vrypy jsou v určité pravidelné malé vzdálenosti b od
sebe a povrch CD se tak chová jako difrakčńı mř́ıžka popsaná v minulém odstavci. V určitém mı́stě na stěně
se skládá vlněńı vydávané všemi osvětlenými vrypy, kterých je mnoho. Jen v některých konkrétńıch mı́stech
dojde ke konstruktivńı interferenci, kdy vršky vln ze všech zdroj̊u doraźı do daného mı́sta na stěně současně.
Ke každému vrypu je to od daného mı́sta na stěně trochu jinak daleko. Pokud ale vzdálenost ke každému
daľśımu vrypu bude o jednu vlnovou délku λ větš́ı než k tomu předchoźımu, tak se na stěně skutečně vždy
současně sejdou vršky vln. Velikost oblasti CD osvětlené laserem je maličká, řádově mm, což určuje efektivńı
velikost naš́ı mř́ıžky. Vzdálenost ke stěně je 1 metr, tedy nesrovnatelně větš́ı, a vzdálenost y je asi 40 cm.
Vzhledem k tomu, že d a y jsou mnohem větš́ı než efektivńı rozměr mř́ıžky, tak úhel α je prakticky totožný
pro všechny vrypy a vzdálenost od stopy na stěně k jednotlivým vryp̊um se pak lǐśı o

∆l = b sinα

Jak bylo řečeno, podmı́nkou konstruktivńı interference je, aby se do rozd́ılu vzdálenost́ı vešel celý počet
vlnových délek λ

∆l = b sinα = kλ (22)

kde k je nějaké přirozené č́ıslo (obvykle nás však zaj́ımá zejména k = 1 nebo k = 2).
Jaká je vzdálenost b jednotlivých vryp̊u na CD? Vyjádř́ıme z předchoźıho

b =
kλ

sinα
= kλ ·

√
d2 + y2

y

Vlnová délka červeného laserového ukazovátka je λ = 650 nm = 0, 65 × 10−6 m. Zaj́ımá nás takzvané prvńı
interferenčńı maximum, tedy k = 1. Jak bylo uvedeno, y = 1m, d = 0, 4m. Dosazeńım dostaneme

b = 0, 65× 10−6 m ·
√
1, 16

0, 4
≈ 1, 7× 10−6 m = 1, 7µm

CD má tedy na povrchu pravidelnou strukturu vryp̊u s rozestupy asi 1,7 mikrometr̊u. To je také d̊uvod,
proč hraje duhovými barvami – chová se jako difrakčńı mř́ıžka a jako taková je schopna rozkládat b́ılé světlo
do barev. Schopnost rozkládat do barev vid́ıme i ze vztahu 22. Když je dán rozestup vryp̊u b, tak r̊uzným
barvám, tedy r̊uzným λ, budou odpov́ıdat r̊uzné úhly α, pod kterými bude vycházet konstruktivńı interference

α = sin−1 kλ

b
.
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Obrázek 49: Iridescence, neboli vznik duhových efekt̊u a barev na pravidelných mikrostrukturách. Koláž
fotografiı z https://en.wikipedia.org/wiki/Iridescence, licence Creative Commons.

Když bude vlnová délka menš́ı, tedy např. modrá namı́sto červené, tak bude α také menš́ı.
Je také patrné, že když se na mř́ıžku osvětlenou b́ılým světlem budeme d́ıvat pod r̊uznými úhly α, tak se

v daném směru bude posilovat nějaká konkrétńı vlnová délka podle vztahu λ = b sinα. Když se pod́ıváme
pod menš́ım úhlem, tak se pozorovaná barva změńı třeba ze zelené na modrou. Duhové efekty vznikaj́ı nejlépe
právě když vzdálenost vryp̊u je řádově v mikrometrech. Již bylo řečeno, že difrakčńı mř́ıžky se využ́ıvaj́ı hojně
zejména v analytické technice. Tohoto principu rozkladu do duhy ale od nepaměti využ́ıvá i př́ıroda: kř́ıdla
motýl̊u, krovky brouk̊u, ptač́ı pera, duhové zbarveńı perlorodek, krásné odlesky opál̊u . . . Ve všech př́ıpadech
se jedná o takzvané strukturńı barvy, kdy se dané mı́sto nejev́ı barevné kv̊uli tomu, že by obsahovalo nějaký
pigment, který určité barvy pohlcuje a jiné odráž́ı, nýbrž proto, že povrch má pravidelnou mikrometrickou
strukturu – vroubky, lamely, vrstvičky. Tento jev se také nazývá iridescence (obrázek 49).

7.3 Mechanické oscilátory

7.3.1 Harmonický oscilátor

Dora měla zamyšlenou náladu. Kdyby fyzika měl mı́t svého boha, tak by to asi byl harmonický oscilátor,
přemı́tala. Oscilace maj́ı ve fyzice mimořádný význam a to i na úrovni atom̊u a molekul, kde docháźı
k neustálému kmitáńı atom̊u v molekulách a přeléváńı elektronové hustoty z jedné strany atomu na druhou.
Harmonická oscilace je ta nejhezč́ı a nejčisťśı oscilace, kde výchylka jde popsat právě funkćı sinus či kosinus.
Nejjednodušš́ım a nejpr̊uhledněǰśım př́ıkladem harmonického oscilátoru je kmitaj́ıćı závaž́ı na pružině. A to
si teď rozebereme.

Pružina je charakterizována svou tuhost́ı, znač́ıme k. Důležitou vlastnost́ı ideálńı pružiny je to, že jej́ı
prodloužeńı roste př́ımo úměrně śıle, která pružinu natahuje. Př́ımou úměru mezi velikost́ı śıly a natažeńım
lze vyjádřit vztahem

F = k∆L ,

kde k je právě tuhost pružiny a ∆L je prodloužeńı pružiny. Tuhost vyjadřuje, jakou silou bychom teoreticky
museli p̊usobit, abychom pružinu natáhli o jeden metr. Takže může třeba být k = 100N/m. Většina pružin
by se asi přetrhla, kdybychom je tolik chtěli natáhnout. Nicméně tuhost můžeme určit i z menš́ıho natažeńı,
prostě p̊usob́ıme nějakou silou, třeba F = 10N a změř́ıme, že se t́ım pružina prodlouž́ı třeba o ∆L = 0, 1m.
Potom k = F/∆L = 100N/m.

Na pružinu zavěśıme závaž́ı hmotnosti m (obrázek 50). T́ım se pružina trochu natáhne a dostane se do
rovnovážné polohy, kdy śıla od pružiny směrem nahoru vyrovnává t́ıhu závaž́ı mı́̌ŕıćı dol̊u. Tato rovnovážná
poloha pro nás bude výchoźı. Když se závaž́ı bude nacházet nad ńı, tak budeme hovořit o kladné výchylce
y, když pod ńı, tak bude mı́t výchylka záporné znaménko.

Když pružinu trošičku natáhneme a pust́ıme, tak závaž́ı na pružině začne kmitat: nejdř́ıve bude zrychlovat
směrem nahoru, pak projde rovnovážnou polohou a začne zpomalovat až postupně zastav́ı v momentě, kdy
je pružina nejv́ıce stlačená. Potom začne zrychlovat směrem dol̊u a takhle pořád dokola.

Celková śıla na závaž́ı v poloze y jde vyjádřit jako

F = −ky .
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Znaménko minus vyjadřuje, že když je pružina natažená směrem dol̊u, tedy výchylka z rovnovážné polohy je
směrem dol̊u, tak śıla p̊usob́ı opačným směrem, nahoru.

Druhý Newton̊uv zákon spojuje śılu na závaž́ı a jeho zrychleńı vztahem F = ma. Můžeme proto psát
ma = −ky, potažmo

a = − k

m
y .

Skvěle. Výchylka y se v pr̊uběhu času měńı a spolu s ńı i zrychleńı, které závaž́ı zaž́ıvá. Výraz k
m je ale pořád

konstantńı, protože je určen vlastnostmi závaž́ı a pružiny.
Vzpomeneme si však, co plat́ı při pohybu bodu po kružnici: Y-ová souřadnice při pohybu po kružnici je

popsána rovnićı
y = R sin(ωt) .

a y-ová složka dostředivého zrychleńı je
ay = −ω2y ,

kde ω je úhlová rychlost otáčeńı. Tento vztah je ale podezřele stejný jako pro pružinu: zrychleńı je př́ımo
úměrné souřadnici a má opačný směr! Konstanta úměrnosti pro pohyb po kružnici je C = ω2, zat́ımco
v př́ıpadě pružiny máme C = k

m . Polohu závaž́ı na pružině tedy p̊ujde popsat funkćı, která bude mı́t také
tvar

y = A sin(ωt) .

Úhlová frekvence pohybu je v př́ıpadě kružnice odmocninou z konstanty úměrnosti a stejně tak tomu muśı
být i pro pružinu

ω =

√
k

m
.

Ve finále tedy pro výchylku závaž́ı na pružině plat́ı 10

y(t) = A sin

(√
k

m
t+ φ0

)
.

Z našeho předchoźıho studia prudkosti funkce sinus v kapitole 5.6 jsme schopni napsat i předpis pro
okamžitou rychlost a zrychleńı závaž́ı na pružině.

y = A sinωt

v = y′ = Aω cosωt

a = y′′ = −Aω2 sinωt = −Aω2y

Maximálńı hodnoty rychlosti a zrychleńı jsou pak patrně Aω a Aω2.
Jako cvičeńı se zamyslete nad následuj́ıćım: Dora na dlouhou pružinu zavěsila p̊ulkilové závaž́ı a pružina

se t́ım protáhla o 6 cm. Potom pružinu se závaž́ım natáhla o daľśıch 10 cm a pustila. a) Jaký je předpis pro
výchylku y(t)? Za jak dlouho po vypuštěńı bude rychlost závaž́ı maximálńı? Jaké bude maximálńı zrychleńı
závaž́ı? Pokud na závaž́ı bude sedět beruška, udělá se j́ı špatně?

7.3.2 Kyvadlo

Karle, zdá se mi, že máš nějakou skrytou černotu v duši a ráda bych ji z tebe teď vymı́tila hypnózou.
Souhlaśı̌s? Mám na vybranou? zeptal se schĺıple Karel. Hypnóza bude provedena pomoćı matematického
kyvadla, načež z kapsy vytáhla malou železnou kuličku pověšenou na tenký rybářský vlasec a počala s ńı
kmitat ze strany na stranu. Bez mrkáńı sleduj kuličku a přemýšlej proč. . .

Analýza pohybu kyvadla na základě rozboru sil je poněkud ošemetná a i v některých učebnićıch je
prováděna chybně. Budeme se zabývat takzvaným matematickým kyvadlem, kde veškerá hmotnost je
soustředěna v bodě (malé kuličce) na konci kyvadla a kde závěs má zanedbatelnou hmotnost. Poloha kyvadla
je určena úhlem otočeńı ze svislé polohy φ. Kyvadlo nechť má závěs délky l a hmotnost kuličky m.

Kulička se pohybuje po části kružnice. Polohu na kružnici můžeme popsat hodnotou s = lφ, která
vyjadřuje vzdálenost po oblouku k počátku soustavy souřadné, který jsme položili do nejnižš́ıho bodu pohybu
kyvadla. Śıla p̊usob́ıćı na kuličku je součtem gravitačńı śıly mg a tahové śıly od lanka Fl.

10Situace s pružinou by šla nahlédnout i v́ıce matematicky. Vı́me, že zrychleńı je druhou časovou derivaćı polohy, tedy plat́ı

a = y′′ = −
k

m
y .

Chceme naj́ıt předpis pro funkci y(t), aby splňovala tento vztah. Ale my už v́ıme, která funkce tuto vlastnost splňuje! Je to
sinus, protože jsme dř́ıve ukázali, že sin(bx)′ = b cos(bx) a cos(bx)′ = −b sin(bx), a proto sin(bx)′′ = −b2 sin(bx). V našem
př́ıpadě b2 = k/m a dostáváme stejný výsledek jako na základě srovnáńı s kruhovým pohybem.
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Obrázek 50: Harmonický oscilátor – závaž́ı na pružině

Gravitačńı śılu lze rozložit na dvě složky, jednu ve směru trajektorie (tečnou), druhou kolmo na trajektorii.
Nár̊ust rychlosti podél trajektorie zp̊usobuje jen tečná složka, jej́ıž velikost je F = mg sinφ. Tahová śıla mı́̌ŕı
neustále přesně kolmo na trajektorii, takže nezp̊usobuje změnu velikosti rychlosti. Tahovou śılu je možné seč́ıst
s opačně mı́̌ŕıćı kolmou složkou gravitačńı śıly. Výsledná śıla mı́̌ŕı ve směru lanka a hraje roli dostředivé śıly,
tedy zp̊usobuje změnu směru rychlosti – zakřivováńı trajektorie.

Pokud je úhel φ malý, tak lze využ́ıt aproximace

F = mg sinφ ≈ mgφ

Pro úhel φ však plat́ı φ = s
l a tedy

F ≈ mg
s

l
Podle druhého Newtonova zákona je

ma = F .

Podobně jako v př́ıpadě pružiny i zde je směr śıly opačný oproti směru výchylky, což zohledńım přidáńım
minusu před śılu. Pokud využijeme aproximace pro malé úhly a zbav́ıme se tak funkce sinus, můžeme psát
pohybovou rovnici

ma = −mg
s

l

a = s′′ = −g

l
s

Hledáme takovou funkci s(t), aby splňovala tuto rovnici. To je však formálně stejná rovnice jako pro
pružinu! Zrychleńı, neboli druhá derivace výchylky s, je rovna minus konstanta krát tato výchylka. V
př́ıpadě pružiny tou konstantou byl výraz k

m , v př́ıpadě kyvadla je to g
l . Stejné rovnice maj́ı stejné řešeńı,

takže lze uzavř́ıt, že úhlová výchylka kyvadla v závislosti na čase lze pro malé úhly přibližně popsat funkćı

s(t) ≈ smax sin

(√
g

l
t+ ϕ0

)
kde tomuto kmitavému pohybu lze přisoudit úhlovou frekvenci ω =

√
g
l a periodu kmitáńı

T =
2π

ω
= 2π

√
l

g
.

Zde si muśıme uvědomit, že źıskaný výraz ω NENÍ úhlová rychlost pohybu kuličky ∆φ/∆t, kterážto se
v pr̊uběhu pohybu měńı. Je to parametr kmitáńı daný periodou kmitáńı.

Když si vezmeme vlákno dlouhé 25 cm, tak vyjde perioda skoro přesně 1 s. Když budete s sebou nosit
čtvrtmetrový provázek, nemuśıte nosit hodinky.11

Jsou věci, které by si každý měl aspoň jednou za život zkusit. Vytvořte si matematické kyvadlo a zkuste
na základě měřeńı jeho periody určit velikost gravitačńıho zrychleńı!

11Všimněme si ale ještě jedné zaj́ımavé věci. Vid́ıme, že doba kmitu kyvadla nezáviśı na hmotnosti kuličky a nezáviśı ani
na tom, zda ho na začátku rozkmitneme v́ıce či méně (pokud ho v obou př́ıpadech rozkmitneme jen do malého úhlu). Fakt,
že kyvadlo kmitá stejně rychle s lehkou i těžkou kuličkou, je velice zaj́ımavý. Je to dáno t́ım, že se nám ve vztahu vykrátily
hmotnosti. Na tom se nezdá být nic zaj́ımavého, ale muśıme si uvědomit, že m na levé straně vyjadřovalo hmotnost ve smyslu
lenosti v̊uči urychlováńı, zat́ımco hmotnost m na pravé straně vyjadřovala śılu gravitace. To jsou přeci dvě úplně odlǐsné věci!
To, že tyto dvě hmotnosti jsou ekvivalentńı, neńı v̊ubec samozřejmé. Je to d̊uležitým východiskem Einsteinovy obecné teorie
relativity a hovoř́ı se o takzvaném principu ekvivalence.
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Obrázek 51: Matematické kyvadlo

Obrázek 52: Sférické souřadnice

7.4 Daľśı aplikace

7.4.1 Sférické souřadnice

Vı́me, že polohu v rovině můžeme popsat buď kartézskými souřadnicemi jako dvojici č́ısel [x, y], nebo pomoćı
polárńıch souřadnic pomoćı úhlu φ (azimutu) a vzdálenosti od počátku r. To jsme probrali v kapitole 5.2.

Polohu mı́sta na Zemi však popisujeme ještě jiným zp̊usobem, a sice pomoćı zeměpisné š́ı̌rky a délky. Oba
tyto údaje se však uvád́ı ve stupńıch, např. souřadnice hory Ř́ıp jsou 50.3867° N, 14.2895° E. Ve skutečnosti
tedy polohu mı́sta na Zemi popisujeme pomoćı dvou úhl̊u, zeměpisné š́ı̌rky, tedy úhel od rovńıku, a zeměpisné
délky, tedy úhel od nultého poledńıku (který z definice procháźı hvězdárnou v Greenwich).

Ve fyzice se zaváděj́ı podobným zp̊usobem takzvané sférické souřadnice, kdy polohu bodu určujeme pomoćı
vzdálenosti od počátku a pomoćı dvou úhl̊u. Na rozd́ıl od Země se však rovnoběžkový úhel měř́ı nikoli od
rovńıku, ale od pólu, jak je znázorněno v obrázku 52.

Situaci vid́ıte na obrázku. Dokážete ze znalosti těchto úhl̊u určit kartézské souřadnice v prostoru vzhledem
ke středu Země?

Poloměr zeměkoule označme R. Z obrázku je patrné, že výška mı́sta nad rovinou rovńıku je z = R cos θ.
Poloměr rovnoběžky, na které dané mı́sto lež́ı, je zřejmě r = R sin θ. Když se na kouli pod́ıváme zvrchu tak,
vid́ıme, že souřadnice x, y vyvod́ıme z rovnoběžkové kružnice, na které bod lež́ı. Plat́ı x = r cosφ, y = r sinφ.
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Když dosad́ıme za r = R cos θ tak ve finále máme

x = R sin θ cosϕ

y = R sin θ sinϕ

z = R cos θ

Tyto přechody mezi kartézskými a sférickými souřadnicemi jsou velmi užitečné ve fyzice, poč́ıtačové grafice
i pro navigaci pomoćı GPS.

7.4.2 *p-orbital

Karle, pochopil jsi v chemii jak to bylo s t́ım p-orbitalem a co je to v̊ubec ten orbital? Orbital je oblast ne-
jpravděpodobněǰśıho výskytu elektronu v okoĺı atomového jádra, pochlubil se Karel svými znalostmi. A rozumı́̌s
tomu, co to znamená? Nikolivěk.

Na středńı škole se studenti seznamuj́ı s pojmem atomový orbital v předmětu chemie i fyzika. Bývá trochu
vágně definován jako oblast nejpravděpodobněǰśıho výskytu elektronu v atomu. Tyto oblasti (orbitaly) mohou
nabývat r̊uzných tvar̊u a velikost́ı. Elektronu v r̊uzných orbitalech také př́ısluš́ı r̊uzná energie. Přesně lze
źıskat tvar orbital̊u jen pro ten nejjednodušš́ı atom – pro vod́ık s jedńım elektronem. V základńım stavu se
elektron nacháźı v orbitalu 1s. Ten je sféricky symetrický a ve škole bývá reprezentován kouĺı. Pokud je
elektronu nějakým zp̊usobem dodána energie, tak může elektron přeskočit do orbitalu s vyšš́ı energíı, např.
do orbitalu 2p. Ten už neńı sféricky symetrický a jeho tvar je zaj́ımavěǰśı. Tvar 2p orbitalu má velký význam
pro chemii. Biologicky nejzaj́ımavěǰśı prvky uhĺık, duśık a kysĺık maj́ı několik valenčńıch elektron̊u právě ve
2p orbitalech a specifický nesférický tvar těchto orbital̊u umožňuje vznik v́ıcenásobných vazeb a určuje tvar
a vlastnosti vznikaj́ıćıch organických molekul.

2p orbital bývá na tabuli a v učebnićıch často reprezentován zjednodušeně (53 vlevo). Uvedený model
je však jen velice schematický a neodpov́ıdá úplně realitě. Co to v̊ubec je orbital a jaký je skutečný tvar
p-orbitalu?

Slovo orbital je podobné slovu orbita, pod kterým si představ́ıme třeba kružnicovou trajektorii oběhu
planety kolem Slunce. Původně si fyzici skutečně představovali, že elektrony ob́ıhaj́ı jádro podobně jako
planety ob́ıhaj́ı Slunce, a že každému elektronu tedy lze přisoudit nějakou orbitu – trajektorii. Postupem
času ale kvantová fyzika ukázala, že elektron v atomu nemá žádnou konkrétńı trajektorii a že nav́ıc ani
nelze elektronu přisoudit žádnou konkrétńı polohu. Lze jen ř́ıci, že se elektron v nějakých polohách bude
vyskytovat s větš́ı pravděpodobnost́ı než v jiných polohách. Elektrony v atomech jsou sṕı̌se popisovány jako
stojaté vlny (podobně jako jsme ukázali, že foton nejde popisovat jako kuličku, nýbrž že má vlnové vlastnosti).
Zkusme tedy elektron popsat jako vlnu. Jelikož jádro má tvar kuličky, tak je výhodné popisovat elektrony
v okoĺı jádra pomoćı sférických souřadnic. Každému mı́stu prostoru v okoĺı jádra atomu přisoud́ıme velikost
výchylky této vlny v daném mı́stě. Tuto výchylku v závislosti na poloze budeme značit Ψ. Velikost výchylky
je funkćı souřadnic a ř́ıkáme pak, že Ψ je vlnová funkce. Funkce Ψ může nabývat i záporných hodnot, jako
každá výchylka vlny. Kvadrát hodnoty Ψ je však vždy kladné č́ıslo. Ukazuje se, že pravděpodobnost výskytu
elektronu v daném mı́stě odpov́ıdá právě kvadrátu vlnové funkce: ρ = |Ψ|2. Vlnová funkce elektronu ve 2pz
orbitalu se vyjadřuje ve sférických souřadnićıch

Ψ(r, θ, ϕ) = Cre−r/2 cos θ.

kde C určitá konstanta, kterou se zabývat nebudeme.
Představme si atom jako zeměkouli. Nejvyšš́ı hodnota Ψ je pro θ = 0, to jest když se nacháźıme na

severńım pólu. Když jdeme z pólu směrem k rovńıku, tak se cos θ zmenšuje až na rovńıku dosáhne nulové
hodnoty. Jdeme-li dál na jih, tak se hodnota začne propadat do záporných č́ısel. Pokud bychom byli třeba
na severńım pólu a začali se prokopávat dovnitř do Země, tak hodnota Ψ postupně poroste, až v určité
vzdálenosti od středu Země dosáhne svého maxima. Když budeme kopat dál ke středu Země, tak hodnota
Ψ bude klesat a ve středu Země dosáhne nulové hodnoty. Vid́ıme, že funkce Ψ v̊ubec neobsahuje závislost
na úhlu ϕ. To znamená, že když budeme v Praze a začneme se pohybovat po rovnoběžce třeba směrem na
východ, tak se po cestě Ψ v̊ubec nebude měnit.

Jak si můžeme všimnout, tak hodnota výchylky Ψ nabývá kladných i záporných hodnot. Pravděpodobnost
výskytu elektronu je však dána druhou mocninou, ρ = |Ψ|2, a v daném mı́stě je potom

ρ = |Ψ|2 = Cr2e−r cos2 θ

Situaci můžeme znázornit na sféře. Největš́ı pravděpodobnost výskytu elektronu na sféře je v oblasti pól̊u,
zat́ımco na rovńıku elektron určitě nebude, protože cos π

2 = 0. Směrem do středu Země se opět ρ nejdř́ıve
postupně zvětšuje a od určité chv́ıle zase zmenšuje. Hodnota ρ záviśı na r i θ. Rozř́ızněme Zemi tak, že
rovina řezu obsahuje oba póly i střed Země a pod́ıvejme se, jak vypadá hodnota ρ uvnitř (obrázek 53).
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Obrázek 53: p-orbital

Obrázek 54: Pr̊uměrné denńı teploty v Klementinu v obdob́ı od 1.1.2016 do 31.12.2021.

Plochu, kterou budeme znázorňovat tvar orbitalu, pak můžeme definovat třeba jako plochu (množinu
bod̊u), kde všechny body maj́ı stejnou hodnotu hustoty pravděpodobnosti výskytu ρ (”ekvihustotńı plocha”).
Tato plocha pro nás představuje okraj/hranici orbitalu. V obrázku je hezky vidět, jak vypadá množina bod̊u
se stejnou hodnotou ρ. Jsou to takové baňaté přesýpaćı hodiny. Tvar je o dost baňatěǰśı, než jak se obvykle
znázorňuje. Zaj́ımavé je, že v oblasti rovńıku a ve středu atomu je pravděpodobnost výskytu elektronu
nulová. Chováńı elektronu atomu jsme přirovnávali ke stojaté vlně. Ve středu atomu jakoby se nacházel
uzel tohoto stojatého vlněńı. Z tvaru p-orbitalu tak vyplývá charakter p-vazby, která je mimo osu spojuj́ıćı
atomy, jak znázorňuje obrázek.

7.4.3 Teploty v Klementinu

Dora s Karlem kráčeli parným odpolednem a ĺızali zmrzlinu. Karel myslel na Doru a Dora myslela na
globálńı oteplováńı. Karle, v́ı̌s, že v Klementinu se měř́ı teploty už od roku 1775? Ano, to samozřejmě v́ım,
odvětil zkušeně Karel. Pod́ıvej, tady je graf pr̊uměrných denńıch teplot za posledńıch šest let. Mysĺı̌s, že by
šlo přiblǐzně ř́ıci, že teploty se v pr̊uběhu roku měńı jako sinusovka?

Pokuśıte se naj́ıt předpis pro funkci sinus, která by přiblǐzně prokládala zobrazovaný graf (obr. 54)? Lze
v̊ubec data proložit grafem funkce sinus?

Od oka bychom přibližně mohli odhadnout předpis funkce sinus. Přesná analýza ukazuje, že předpis
funkce, která nejlépe prokládá data, je

f(t) = 12, 07 + 10, 18 · sin
(
2π

t− 104, 3

366, 2

)
Vid́ıme však, že zobrazený graf funkce sinus prokládá experimentálńı data pouze s velkými výhradami.
Podceňuje totiž letńı maxima a zimńı minima. Zobrazený graf 55 byl źıskán takzvaným fitováńım pomoćı
metody nejmenš́ıch čtverc̊u. To je technika, která se ve fyzice použ́ıvá neustále. Obvykle se však svěř́ı poč́ıtači.
Doporučujeme vyhledat si podrobnosti.
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Obrázek 55: Pr̊uměrné denńı teploty v Klementinu v obdob́ı od 1.1.2016 do 31.12.2021, proloženo funkćı
sinus.

Obrázek 56: Výška hladiny v jistém př́ıstavu ve státě Maine, USA.

7.4.4 Př́ıliv a odliv

Splnil se Karl̊uv sen! Tráv́ı letńı prázdniny s Dorou u moře. V červnu už se bál, že všechno pokazil, protože
se zachoval jako pomatenec, ale Dora si toho naštěst́ı asi ani nevšimla. Děkoval bohu, že s ńı teď sed́ı na
př́ıstavńım molu a nechávaj́ı si omývat nohy chladivým př́ıbojem. Karle, v́ı̌s, jak často přicháźı vysoká hladina
při př́ılivu? Samozřejmě, že v́ım, jednou denně! Odvětil triumfálně Karel. Ne! Neńı to tak, asi jsi zase nějaký
pomatený, jako tenkrát v červnu. . .

Námořńıci a pracovńıci př́ıstav̊u nutně potřebuj́ı vědět, jaká kdy bude výška hladiny při př́ılivu a odlivu.
Základńı znalost prav́ı, že př́ıliv (vysoká hladina) se opakuje každých 12 hodin. Základńı perioda 12 hodin je
samozřejmě dána periodou otáčeńı Země kolem své osy. Proč neńı perioda př́ılivu 24 hodin? Vybouleńı vody
v d̊usledku přitažlivosti Měśıce je na obou protěǰśıch stranách zeměkoule, takže během jedné otočky dané
mı́sto na Zemi projde oběma vybouleńımi. Avšak neńı to tak, že by pokaždé byla výška př́ılivu stejná. Výšku
př́ılivu ovlivňuje řada faktor̊u, zejména pak vzájemné postaveńı Země, Měśıce a Slunce. Aby bylo možné
výšku př́ılivu předpov́ıdat do budoucnosti, je potřeba zjistit, jakou matematickou funkćı y(t) je popsána.
Pak za časovou proměnnou je možné dosadit i nějaký čas z budoucnosti a předpovědět tak výšku př́ılivu.

Na obrázku 56 je zobrazena závislost výšky hladiny na čase ve čtyřech po sobě jdoućıch dnech v př́ıstavu
ve státě Maine, USA. Pokuste se napsat matematický předpis funkce y(t), která bude co nejlépe popisovat
výšku hladiny.

Středńı výška hladiny je 2 m. Hlavńı komponentou je zjevně koĺısáńı s periodou 12 h, s amplitudou asi
1 metr. Maximum je však stř́ıdavě nižš́ı a vyšš́ı. Vyšš́ı maxima jsou od sebe v intervalu 24 h. To naznačuje,
že existuje druhá komponenta s nižš́ı amplitudou (okolo čtvrt metru) a periodou 24 h. A skutečně, hlubš́ı
analýza by ukázala, že výška hladiny je popsána funkćı

y(t) = 2 + sin(2π
t− 3

12
) + 0, 25 sin(2π

t− 3

24
)

Pokud byste se pod́ıvali na webové stránky https://tidesandcurrents.noaa.gov/, zjistili byste, že
v každém sledovaném př́ıstavu je výška hladiny popsána součtem několika deśıtek sinusovek, kde každá má
svou amplitudu a periodu (obrázek 58).
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Obrázek 57: Výchylka hladiny v jistém př́ıstavu ve státě Maine, USA, rozklad do komponent.

Obrázek 58: Několik prvńıch harmonických komponent (jednotlivé sinusovky) pro popis a předpov́ıdáńı výšky
př́ılivu v př́ıstavu Portland, USA. https://tidesandcurrents.noaa.gov/harcon.html?unit=0&timezone=
1&id=8418150&name=Portland&state=ME
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Je zaj́ımavé, že harmonické komponenty (sinusovky) na webu tidesandcurrents nejsou charakterizovány
periodou, nýbrž takzvanou rychlost́ı (speed) ve stupńıch za hodinu. Jedna z komponent má např́ıklad rychlost
87° za hodinu. Jaký je předpis pro sinusovku popisuj́ıćı tuto komponentu?

Je to jednoduché. Rychlost je vlastně úhlová rychlost, ovšem nikoli v radiánech, ale ve stupńıch. Předpis
pro sinusovku pak je sin(2π 87

360 t).
Rozkládáńı r̊uzných komplikovaných funkćı jako součet mnoha sinusovek je ve fyzikálńı a technické praxi

extrémně d̊uležitý proces. Pokud se o tomto procesu budete cht́ıt dozvědět v́ıc, hledejte pojmy Fourierovy
řady, Fourier̊uv rozklad, či Fourierova analýza. Ač se to nezdá, tak s rozkladem do součtu sinusovek stoj́ı a
padá přenos zvuku i videa a jsou na něm např́ıklad založeny i kompresńı algoritmy pro obrázky. Ve fyzice
jsou aplikace nedoźırné, zejména v kvantové mechanice.
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8 Závěr

Ćılem práce bylo rozpracovat alternativńı př́ıstup k výuce goniometrických funkćı na středńı škole z perspek-
tivy fyzika a nab́ıdnout jiný úhel pohledu na některá témata zejména učitel̊um, mezi jejichž aprobaci fyzika
nepatř́ı.

Výklad je fyzikálně motivován a naopak je upozaděna formálńı matematická stránka. Práce se snaž́ı
klást d̊uraz na některé motivy, které jsou ve standardńıch učebnićıch matematiky sṕı̌se na okraji. Věnuje se
koncept̊um jako pr̊umět, tok plochou či prudkost změny funkce. V tématu vlněńı je čtenář seznámen s r̊uznými
př́ıpady sč́ıtáńı sinusovek, přičemž je využ́ıván koncept fázoru. Je také zařazena kapitola o aproximaćıch
goniometrických funkćı, které se ve fyzice hojně využ́ıvaj́ı. Důraz je kladen na pochopeńı souvislosti mezi
otáčivým pohybem a křivkami sinus a kosinus. Domńıvám se, že některá z těchto témat pro čtenáře mohou
být inspirativńı.

Tato práce neńı učebnićı, protože návaznost jednotlivých témat neńı zcela plynulá a některé pojmy
a koncepty nejsou zavedeny či didakticky zpracovány. Přesto jsem se snažil text koncipovat tak, aby
nahĺıžel na téma goniometrických funkćı jako na jednotný celek a tvořil postupný výklad srozumitelný i
pro středoškolského studenta. Velká pozornost byla také věnována tvorbě vlastńıch ilustraćı a vizuálńı ko-
munikaci se čtenářem. Práce se zaměřuje sṕı̌se na vysvětleńı princip̊u než na procvičováńı látky.

Rozsah práce je vysoce nad běžným rozsahem závěrečných praćı kurzu celoživotńıho vzděláváńı. Vzhledem
k tomu nejsou některá témata zpracována tak podrobně či precizně, jak by si možná zasloužila. K témat̊um
by také bylo vhodné doplnit větš́ı množstv́ı úloh na procvičeńı. Doplněńı a didaktické vytř́ıbeńı práce mohou
být předmětem daľśıho snažeńı již mimo rámec kurzu celoživotńıho vzděláváńı.

Výčet témat použitých v práci neńı ani zdaleka úplný, avšak snaž́ı se být do určité mı́ry reprezentativńı.
Jistě by také bylo zaj́ımavé hledat r̊uzné aplikace goniometrických funkćı i mimo fyziku, např. v jednoduchých
populačńıch modelech nebo v ekonomických cyklech. To však přenechám jiným.

Mým celkovým dojmem z mnoha učebnic je, že postrádaj́ı jistou mı́ru hravosti. Značné úsiĺı jsem proto
věnoval zapojeńı beletristického prvku v podáńı vypravěč̊u Dory a Karla. Inspiraci jsem v tomto směru čerpal
ze skvělé populárně naučné knihy Pan Tompkins stále v ř́ı̌si div̊u. Je na posouzeńı čtenáře, zda tento dějový
a dialogický prvek p̊usob́ı sṕı̌se pozitivně nebo sṕı̌se rušivě. Jistě by toto propojeńı mohlo být provedeno
mnohem lépe, nicméně se domńıvám, že by podobná koncepce měla být v učebnićıch a naučných knihách
v́ıce prozkoumána.
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