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Anotace: Cilem prace je prozkoumat moznosti vedeni vykladu goniometric-
kych funkci na zakladeé fyzikalnich motivaci a predstav a poskytnout méné bézny
fyzikalni pohled na néktera tradicni témata stredoskolské matematiky. Dtraz
je kladen na vizudlni komunikaci formou obrazkt, schemat a graft. Predkla-
dana prace je urcena predevsim stredoskolskym ucitelim matematiky, kteri maji
druhy aprobac¢ni predmét jiny nez fyziku, a poskytuje jim prehled uplatnéni go-
niometrickych funkci ve stfedoskolské fyzice. Prace se snazi klast diraz na né-
které motivy, které jsou ve standardnich ucebnicich matematiky spise na okraji.
Vénuje se konceptim jako pramét, tok plochou, prudkost zmény funkce, fazor,
s¢itani sinusovek, vzorce soucet-soucin, aproximace goniometrickych funkci a
dalsi. Zduraznuje také souvislost mezi goniometrickymi funkcemi a otacivym
pohybem. Zptsob vykladu je veden zdmérné spise neforméalné a pro zpestieni
vyuziva beletristického prvku ve formé priavodci Dory a Karla.
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1 Uvod

Goniometrické funkce jsou kapitolou stiedoskolské matematiky, kterd ma pravdépodobné nejvice stycénych
ploch se stiedoskolskou fyzikou. Neznalost goniometrie studenty ve fyzice limituje a ¢asto byva pfi¢inou
nezdaru. Na druhé strané fyzika poskytuje mnoho hezkych aplikaci pro goniometrické funkce, na kterych
ucitel matematiky muze demonstrovat uzitecnost latky. Spoluprace mezi vyucujicim matematiky a fyziky
tak muze byt mimorddné uzitecnd. Analyza ucebnic viak ukézala, ze provazani fyziky do stavajicich u¢ebnic
matematiky je spiSe slabé.

Predklddand prace je urcena piedevS$im ucitelim matematiky na vSeobecnych gymndziich, ktefi maji
druhy aproba¢ni piredmét jiny nez fyziku, tedy napf. kombinace matematika + biologie, matematika +
télesnd vychova atp. Cilem této prace je témto ucitelim poskytnout piehled uplatnéni goniometrickych
funkei ve stfedoskolské fyzice. Ucitelé pak budou moci lépe vyuzit synergie a vazeb mezi témito dvéma
predméty. V neposledni fadé také mohou studentim ukazat praktické aplikace této latky, kterd nékdy byva
pojiména dosti formélné. Prace tak muze ucitelum slouzit jako doplnék k ucebnici matematiky. Zaroven je
ale prace psana takovym zpusobem, aby ji nebo jeji ¢dsti mohli samostatné ¢ist i stiedoskolsti studenti.

V praci je postupné budovan matematicky aparat s neustdlym zietelem na aplikace ve fyzice. Vyklad
matematiky je hojné proklddédn fyzikdlnimi motivacemi a problémy, se kterymi se student potkavéa v prubéhu
sttedoskolského studia fyziky. Prace se nesnazi podavat striktné matematicky rigorézni vyklad. Naopak je
formélni matematickd stranka zdmérné upozadéna. Cilem prace ani neni poskytnout uceleny ucebnicovy
vyklad. Mohou tak chybét nékterda témata a napojeni kapitol nemusi byt plynulé.

V préci se objevuje nékolik vyraznéjsich motivi, které jsou dle mého nazoru ve standardnich uéebnicich
ponékud zanedbany. V prvni ¢éasti je velky duraz kladen na wvyuZiti koncepce prumeétu. Moje ucCitelska
praxe ukazuje, ze i po absolvovani kurzu goniometrie maji studenti velké problémy i v téch nejjednodussich
fyzikédlnich situacich vyuzivat rozkladu vektoru do dvou kolmych sméru a nésledné pomoci goniometrickych
funkei vyjadfovat vztah mezi stranami ve vzniklém trojuhelniku.

Druhym vyraznym motivem je propedeutika pojmu derivace. Domnivam se, Ze goniometrické funkce jsou
k tomu velmi vhodné. V préci je tedy na nékolika mistech neformélné budovan koncept derivace. Praxe
totiz ukazuje, ze studenti po pruchodu kurzem diferencidlniho poctu sice umi pocitat lecjaké matematické
piiklady, ale jejich dovednost je ¢asto jen formalni.

Kratce zde shrnu zaméfeni jednotlivych kapitol prace:

e Kapitola 2 podava resersi soucasnych siroce pouzivanych stredoskolskych u¢ebnic goniometrie z pohledu
vyuzivani fyzikalnich motivaci a prikladu.

e Kapitola 3 zavadi goniometrické funkce jako poméry stran v pravouhlém trojihelniku a poskytuje
uvodni vyklad vedeny prevazné standardnim zpusobem.

e Kapitola 4 ukazuje, v jakych typickych kontextech se student potkava s goniometrickymi funkcemi
v pravouhlém trojuhelniku v ramci predmétu fyzika. KliGovou roli hraji pojmy prumét a rozklad
vektoru do dvou kolmych sméra. Je také zaveden pojem tok plochou.

e Kapitola 5 rozsituje defini¢ni obor goniometrickych funkci na celd realna ¢isla. Vyklad zac¢ina vice méné
standardné jednotkovou kruznici, ale oproti zkoumanym ucebnicim déle daleko vice vyuziva fyzikdlni
predstavy otac¢ivého pohybu. Tato kapitola se také snazi neformélné budovat pojem prudkost (derivace)
funkce opét na zakladé fyzikalnich predstav. Nakonec jsou rozebrany aproximace v piipadé malych uhlu,
které se ve fyzice hojné vyuzivaji.

e Kapitola 6 odvozuje bézné goniometrické vzorce v zisadé standardnim zpusobem, ovSsem se zietelem
na grafickou predstavu.

e Kapitola 7 je v praci stézejni a predstavuje skalu fyzikédlnich aplikaci a témat, se kterymi se student na
stfedn{ skole setkdvé. Zejména jsou to pro fyziku klicovd témata vinén{ a kmitdni. Castym matemat-
ickym motivem je pak s¢itani sinusovek s hojnym vyuzitim vzorcu soucet-soucin, které jsou v uc¢ebnicich
matematiky spiSe na okraji pozornosti. V posledni podkapitole je nékolik méné tradi¢nich aplikaci, se
snahou navést studenta i na pokrocila témata, jako napf. Fourierova analyza nebo prace s daty.

Veskera predklddand témata jsou vylozena stiedoskolskym apardtem. Nicméné kapitoly, které obsahuji urcité
komplikovanéjsi ivahy, jsou oznaceny hvézdickou.

Cilem préce je prozkoumat moznosti vedeni vykladu goniometrickych funkei na zékladé fyzikdlnich moti-
vaci a predstav a poskytnout méné bézny fyzikalni pohled na néktera tradiéni témata stfedoskolské matem-
atiky. Préace se snazi nahlédnout téma goniometrickych funkci jako celek, z ¢ehoz vyplyva ponékud vétsi
rozsah. Vzhledem k tomu, Ze tato zavérecna prace neni ani bakalaiskd ani magisterskd, vyuziva moznosti
volngjstho formédtu a dovoluje si pracovat kreativné jak s formou, tak s obsahem. Préace se také snazi



se Ctenafem co nejvice komunikovat vizudlné formou obrazku, schemat a grafu. Za timto ucelem bylo
vytvoreno mnozstvi vlastnich obrazku, které ¢tenaii mohou piipadné pouzit ve vyuce. Aby prace mohla
prinést novy nahled na nékteré aspekty stredoskolské vyuky, rozhodl jsem se strukturu a obsah préace tvorit
samostatné, namisto ¢erpani z dostupnych ucebnic. V neposledni fadé prace zarazuje beletristicky prvek ve
formé vypravécu Dory a Karla za 1ic¢elem oziveni vykladu.

2 ReSerse ucebnic matematiky

2.1 Goniometrické funkce v casovych planech gymnazii

V nésledujicim budu uvadét ¢islovani roéniku osmiletého gymnézia, ale samoziejmeé se to tyka i ¢tytletych pro-
gramil. Goniometrické funkce byvaji ve gkolnich vzdélavacich programech matematiky (SVP) na gymnaziich
razeny vétsinou do druhé pulky sexty. Zékladni poznatky o goniometrickych funkcich a pomérech stran
v pravouhlém trojuhelniku v8ak zdci ¢asto ziskajl uz v kvarté. To je dulezité pro predmét fyzika, protoze
v kvinté se tradi¢né zac¢ind mechanikou, kde se goniometrické funkce vyskytuji velmi hojné. Postrachem
studentt byva pohyb na naklonéné roviné, coz je krasné téma na procviceni goniometrickych funkci. Bohuzel
studenti v prvni pulce kvinty uz ¢asto z hlavy vytésnili dovednosti nabyté v kvarté béhem matematiky a
feSeni fyzikdlnich tloh jim pak déld nemalé potize.

Nejveétsi uplatnéni vSak goniometrické funkce nachazeji v tématu kmitani a vlnéni, coz je téma, které se
proliné celou fyzikou. To v SVP byvé ¢asto plénovéno na druhou pilku sexty, tedy na podobny ¢as, kdy se
probira goniometrie v matematice. Je velkou chybou, pokud z ruznych davodu dojde k tomu, Ze je kmitan{
a vlnéni ve fyzice probirdno diive nez goniometrické funkce v matematice. Fyzikalni koncepty pak prakticky
neni mozné studentiim predat kvuli chybéjicimu matematickému aparatu. Ve fyzice se fesi modelovy piipad
pohybu zavazi na pruziné a souvislost mezi jeho polohou, rychlosti a zrychlenim. Je to vhodny moment pro
propedeutiku pojmu derivace. Ucitelé matematiky a fyziky na dané skole by tedy méli spolupracovat pfi
casovém planovani této latky.

V septimé ve fyzice pokracuji témata s hojnym vyuzitim goniometrickych funkei — zejména stiidavy proud,
paprskova optika, vlnové optika (elektromagetické vinéni). Tou dobou by studenti jiz méli mfit jistou zrucénost
prii préaci s goniometrickymi funkcemi. V oktavé se v ramci seminaiu matematiky probird diferencidlni pocet a
tedy i derivace goniometrickych funkci. Zde je opét krasny styény moment s fyzikou, kdy je mozné dovednosti
o derivovan{ funkei vyuzit k odvozeni vztahti pro pohyb harmonického oscilatoru (ve fyzikalnim semindii).

2.2 Struktura latky v ucebnicich matematiky

Bylo srovnano tazeni kapitol a vedeni vykladu ve tfech ucebnicich. Prvni dvé jsou velmi hojné vyuzivany
v ¢eskych skoldch, zatimco tfeti ucebnice je slovenskd a vede vyklad méné béznym zpusobem:

e (UP) Goniometrie, Matematika pro gymnézia, Prometheus [1, 2]
e (UD) kapitola Goniometrie, Funkce II, Matematika pro SS, Didaktis [3, 4]
e (US) Matematika pre 3. ro¢nik gymnézia 2. ¢ast, Slovenské pedagogické nakladatel’stvo [5]

UP a UD vedou vyklad podobnym zpusobem. Nejprve jsou zavedeny goniometrické funkce ostrého tihlu
na zakladé poméru stran v pravoihlém trojihelniku. Daéle je pfedstavena jednotkova kruznice, obloukova
thlova mira a orientovany uhel. Odtud je pak provedeno rozsiteni definice goniometrickych funkci z ostrého
thlu na obecny thel, kdy je hodnota goniometrickych funkci sin a cos ztotoznéna se souradnicemi y, x bodu
na jednotkové kruznici. Nésleduje kapitola o grafech goniometrickych funkci, protoze predchozi ztotoznéni
umoziiuje snadno ilustrovat, jak vznikaji tvary téchto grafu. Dulezitou podkapitolou je vySetfovani, jaky vliv
maji ruzné parametry funkce Asin(bx + ¢) + d na vzhled grafu funkce. Poté je uvedena kapitola o goniomet-
rickych rovnicich a nerovnicich, pfi¢emz soucdsti je zavedeni inverznich goniometrickych funkci. Poslednim
tématem jsou goniometrické vzorce, s diirazem kladenym zejména na identitu sin? z+cos? z = 1 a na souétové
vzorce.

Ucebnice US mé zjevné ambice ldtku vykladat novym zpusobem a jeji fazeni je proto ponékud odligné.
Goniometrické funkce jsou zarazeny na konec prvniho dilu pro septimu. Kapitola je relativné kratkd (27
stran). Véts{ prostor je vénovan souvislosti mezi kartézskymi a poldrnimi soufadnicemi. Klicovy piechod
k rozsiteni goniometrickych funkei na obecny thel je pak opét proveden pomoci soufadnice bodu na jednotkové
kruznici. Je zajimavé, ze se US témér nevénuje analyze, jak parametry ovliviuji graf funkce sinus, a nijak
se nezabyva goniometrickymi vzorci, jako tfeba vzorci souctovymi. Na konci druhého dilu pro septimu je
pak kapitola Méfeni, kde autofi dopodrobna rozebiraji rizné zejména historické metody urcovani vysek a
vzdélenosti za pomoci goniometrie, a vénuji se také aproximacim.



2.3 Fyzikalné motivované pasaze v gymnazialnich ucebnicich

V ucebnicich zminénych v minulé kapitole byl proveden pruzkum pasazi a tloh s fyzikalni tematikou. Vypis
nalezenych ¢ésti textu se vztahem k fyzice je uveden dédle. Tyto Casti textu zde nejsou piimo presné citovany,

vevs

2.3.1 Prometheus — Goniometrie

1. cviceni: Ramena nosniku sviraji thel 45° a na jeho konci je zatizeno bfemenem o tize G = 800N.
Stanovte velikost tahové a tlakové sily pusobici na jednotliva ramena.

2. Fesens tloha: Na sklenénou desticku tloustky d dopad4 svételny paprsek pod thlem «. Uréete velikost
posunuti paprsku po pruchodu destickou, kterd mé index lomu n.

3. cviceni: Silu o velikosti F = 465 N rozlozte na dvé slozky, aby s ni sviraly thel 69°30° a 74°10’.
Vypocitejte velikosti slozek.

2.3.2 Prometheus — Goniometrie sbirka

1. Sily o velikostech 125 N a 75 N, které maji spole¢né pusobisté, sviraji thel o velikosti 50°. Urcete
velikost vyslednice.

2. Téleso o hmotnosti 1563 kg je zavéseno dvéma lany ruznych délek na vodorovném tramu. Lana sviraji
s tramem thly o velikostech 48°26" a 62°54’. Vypocitejte namahani lan v tahu.

3. Jak velkd sila je tfeba, abychom po rampé se sklonem 18°40’ vytlac¢ili téleso tihy 420 N? Jak velka
tlakové sila pritom pusobi na rampu?

2.3.3 Didaktis — pracovni sesit

1. Paralaxa: Rovnikova paralaxa je tihel, pod kterym je z daného télesa pozorovan rovnikovy polomér
Zemé. Pro Slunce je 8,79” a pro Mésic ve stiedni vzdédlenosti 57°2,5”. Vyjadiete v radidnech.

2. Ve spisu Aristarcha ze Samu (3.st pf.n.l.) je popsdna metoda pro vypocet poméru vzdalenosti Slunce a
Mesice od Zemé. Ve chvili, kdy je vidét pfesné polovina Mésice, je zméfen thel mezi spojnici Zemé-Meésic
a Zemé-Slunce, ktery ¢ini a = 1,568 rad. Vyjadiete ve stupnich a minutach.

3. Uhlové rychlost: pii popisu rovnomérného pohybu po kruznici se zavad{ dhlové rychlost w = Ap/At,
kde thel méfime v rad a ¢as v sekundédch. Urcete: a) thlovou rychlost kolotoce, pokud vykond 5 otocek
za 20 s; b) o jaky thel ve stupnich se oto¢i koloto¢ za 2 s, pokud jeho thlova rychlost je 0,5 rad/s; c)
Jaké je doba jedné otocky kola, jehoz tihlovd rychlost je 57 rad/s

4. Fréza se otoc¢i 3000x za minutu. a) Za jak dlouho se otoci o 180°7 b) O jaky tdhel se otoci za 0,04 s?

5. Zavazi na pruziné kmitd tak, ze jeho vychylka z rovnovazné polohy (v metrech) je ddna vztahem
y = 0,1sin 5t — %. a) Urcete vychylku v centimetrech po 20 s kmitdni. b) Urcete maximalni moznou
vychylku v centimetrech.

6. v zdsuvce je stiidavé napéti, jehoz okamzitd hodnota ve voltech je ddna vztahem uw = 325 - sin(1007t)
(¢as dosazujeme v sekunddch). Uréete okamzité hodnoty napéti v ¢asech 2 ms a 5 ms.

7. Pokud budeme sledovat papir z bézné ¢teci vzdélenosti d = 25 cm, tak zdravé oko bude schopno rozlisit
dva body, které jsou od sebe asponn y = 0,072 mm (pokud budou bliZe, tak ndm splynou v jeden bod).
Uhel bodl-oko-bod2 nazveme zornym thlem 7 a plat{ pro néj tant = y/d. Urcete velikost tohoto
zorného thlu, ktery se také nazyva rozliSovaci schopnost oka.

8. Télesna teplota zdravého clovéka se béhem dne méni a lze ji priblizné popsat vztahem T = 36,8 —

1, 3sin[{5 (t — 2)], kde ¢ je ¢as v hodinach po piilnoci a teplota vychdzi ve stupnich Celsia. a) v kolik

cvvs

cvvs

9. Zrychleni télesa pti klouzani po naklonéné roviné je dano vztahem
a=gsina— fgcosa

kde « je sklon roviny, f koeficient smykového tieni (typicky f € (0,1)) a g gravitacni zrychleni. Urcete,
pro jaky sklon « téleso klouze rovnomérnym pohybem, tedy bez zrychleni, pokud f = 0, 35.



10.

11.

Okamzita rychlost kmitavého pohybu je dana rovnici
v=0,75cos(4mt — w/4).

a) uréete frekvenci kmitit v Hz (s7!). b) Uréete dobu, za kterou bude poprvé dosazeno maximdln{
rychlosti, ¢) uréete, kdy poprvé od zacatku pohybu je rychlost nulova.

Zakon lomu svétla na rozhrani dvou prostiedi (napf. sklo a vzduch) je vyjddfen rovnici ngsina; =
ng sin ag, kde aq, as jsou po fadé thel dopadu a ihel odrazu a ni,ns indexy lomu prostiedi. Pokud
paprsek mifi ze skla do vzduchu, tak pro urcity tdhel oy ,, dojde k tomu, Ze zlomeny paprsek sleduje
rozhrani. Tento thel nazveme meznim thlem. Pokud by thel dopadu byl vétsi nez mezni uhel, tak
paprsek do vzduchu vibec nevystoupi a na rozhrani dojde k tzv. totdlnimu odrazu zpét do prostiedi
skla. Urcete hodnotu mezniho thlu pii dopadu paprsku na rozhrani sklo-vzduch, jejichz indexy lomu
jsou po fadé 1,56 a 1,00.

2.3.4 Didaktis — uc¢ebnice

1.

10.

11.

Astrolab — pomoci thlu byly zméfeny relativni vzdédlenosti planet sluneéni soustavy, coz bylo zdkladem
Kopernikova heliocentrického nézoru a Keplerovych zédkonu pohybu. v souc¢asné dobé Hubbleuv teleskop
méii tihly s pfesnosti setiny thlové vtefiny.

. Perioda ve fyzice oznacuje dobu trvani jednoho opakovani periodického déje, tedy dobu, nez se systém

dostanu opét do puvodniho stavu.

7 fyziky zndme periodické déje, které maji sinusovy prubéh, napf. vychylka kyvadla nebo zdvazi na
pruziné.

Fyzici by fekli, ze koeficient @ ma vliv na takzvanou amplitudu — maximélni hodnotu vychylky.

. Fyzici by hovorili o tom, ze koeficient ¢ ma vliv na frekvenci, to jest pocet opakovani déje za sekundu.

Pribéh stiidavého proudu v zdsuvce muzeme popsat funkei sinus. Grafy na obrazku pak odpovidaji
¢asovému prubéhu velikosti proudu po usmérnéni takzvanym dvoucestnym usmérnovacem (Graetzuv
mustek).

Kdyz polozime na naklonénou rovinu predmét a zvétsujeme tihel ndklonu «, tak pfi urcité hodnoté g
dojde k tomu, ze predmét zacne klouzat dolu. Pokud koeficient tfeni mezi predmétem a rovinou je f,
pak pro tento mezni ihel ndklonu plati tana = f (uvedeno bez zduvodnéni).
Funkce cot jde vyuzit pii vypoc¢tu vysky, do které vystoupi téleso, které klouze smérem vzhuru po
naklonéné roving, pricemz mélo pocatecéni rychlost vg:

2

. —
~ 2g(1 + feota)

(uvedeno bez zduvodnéni)
Je uvedena fyzikédlné dulezitd aproximace sinx =~ z = tanx pro mald x.

Vztah F = Q(tan« — p) vyjadiuje sflu, kterd je potieba k povoleni Sroubu se stoupdnim zavitu «,
pricemz je Sroub zatizen silou o velikosti () a mezi materidle Sroubu a zavitu je koeficient tfeni . Mohli
bychom pak pomoci goniometrické rovnice pocitat, jaké stoupani musi mit sroub, abychom ho povolili
urc¢itou danou silou F*:

tana—E—i—u
) .

Predpisem y = ¥, Sin(%“t) je popsan harmonicky pohyb. Zjistujeme-li, v jakém éase nabyvé vychylka
urcité hodnoty, tak fesime goniometrickou rovnici s neznamou ¢.

2.4 Shrnuti

Nejvétsi snahu o propojeni s fyzikou ma zjevné ucebnice UD, kde je fada odkazu do fyziky, i kdyz jejich
vybér neni dokonaly a nékdy pusobi nedotazené. Presto v tomto ohledu zaslouzi uznani. UP nabiz{ jen velice
malo styénych bodu s fyzikou, coz je trochu piekvapivé vzhledem k tomu, Ze nakladatelstvi vydalo i fadu
gymnazialnich ucebnic fyziky. UP napiiklad ani nezavadi pojem frekvence. Slovenskd ucebnice US, a¢ jinak
sveézi a zaméfend na praxi, nenabizi fyzikalni tematiku témér viubec. Tento pruzkum odhalil, Ze propojeni
gymnazidlni matematiky s fyzikou je na trovni zkoumanych ucebnic spiSe slabé.



2.5 Dalsi zdroje

Kromé zminénych ucebnic byla provedena reSerse zavéreénych praci zabyvajicich se aplikaci goniometrickych
funkef ve fyzice. Nejblize k tématu piedlozené prace mé bakaldiskd prace Frantiska Hanzlika z roku 2021 [6],
motivovany vyklad matematickych témat (nutno vsak podotknout, ze uvedend préace nebyla obhéjena). Po-
drobny rozbor goniometrickych funkei a jejich aplikaci v elementdrni matematice nalezneme v dizerta¢ni praci
Radky Smykalové [7], kterd byla dédle rozvedena do monografie. Fyzikalni aspekty této préce byly konzul-
tovany s knihami [8, 9, 10]. Inspirace ohledné beletristického prvku pochdzi ze skvélé populdrné nauéné knihy
o modern{ fyzice Pan Tompkins stdle v 75 divi [11].



3 Goniometrické funkce v pravoihlém trojihelniku

3.1 Meéreni uhla

Karel mél po tréninku a velice unaveny a hladovy se plouZil po namésti smérem domu. V tom ale uvidél
Doru, jak sedi na okraji kasny a ji pizzu, kterou md v krabici. Moc se spolu neznaji, ale Dorka mu lehce
zamavala na pozdrav. Karel také kyjonul a el ddal, Dora md vsak oci jako ostriz a neuniklo ji, jak Karel lacné
koukal na jeji pizzu. Dds si? Zavold jesté za Karlem. Karel se prekvapené otoc¢i a chvilku mu to sSrotuje. Ale
jo, rad st dam. Jo a jinak ja sem Karel, ekl a nesméle naprdahnul ruku. Dorka mu ji stiskla. Jd jsem Dora.
Vidéla jsem, jaky mds hlad a jd bych tu pizzu asi stejné sama nesnédla. Das si jednu osminu, Sedesdt stupni
nebo jeden radian? Mam tady rizné velké kousky. Coze? Karel na ni prekvapené vzhlédnul a Dorka se mu
bez hnuti brvy jen zopakovala stejnou otdzku. .. Co by mél Karel odpovédét, aby se nejvic najedl?

Velikost kousku pizzy muzeme definovat pomoci ihlu. U pizz a kold¢u jsme zvykli fikat ¢tvrtina nebo
osmina. Velikost tthlu bychom tedy mohli ur¢it néjakym zlomkem nebo ¢islem, kde 1 znamenda cely kruh
je 360°.

Karle, premyslel jsi nékdy o tom, proc cely kruh kolem dokola md zrovna 360°? Pro¢ ne tieba 100°7
No, to nepremyslel, pomyslel si v duchu Karel a poprvé ve svém krdtkém Zivoté se nad tim poctivé zamyslel.
Muyslim, Ze takhle to ale uz bude asi dlouho, moznd od starovéku. Mas pravdu, je to tak uz od Babylotiani,
pouzivali totiz Sedesatkovou soustavu — treba hodinu rozdélili na 60 minut. A proc tedy celek neni 60°? Pockej,
nemd to néco do ¢inéni s tim, Ze rok ma 365 dnu? Proc¢ by pak ale celek nebyl rozdélen do 365°¢ Ono 360 je
totiz mnohem hezci ¢islo nez 365. Pro¢ hezci, cisla preci nejsou hezka nebo oskliva? Zavrtél Karel nechdpavé
hlavou. Cislo 360 md mnohem vyssi délitelnost, md totiz 24 déliteli, zatimco 365 jen étyri délitele. Proto
také pouzivali Sedesdtkovou soustavu a dvandctkovou, protoZe to jsou cisla s vysokou délitelnosti, poucila ho
Dora. No dobre, uzndvam tedy, Ze 360 je dobry pocet dilku, i kdyZ by tedy ten pocet dilki klidné mohl byt
je jasné, Ze osmina pizzy je 45°, takze 60° je vétsi kousek pizzy. Ale co je to ten jeden radian?

Jeden radidn je takova specidlni velikost thlu, krasna velikost. Kousek pizzy s thlem jeden radidan ma
totiz vSechny strany stejné dlouhé — tedy kulatd strana je stejné dlouhd jako ty obé rovné strany. Tuhle
vlastnost ma rovnostranny trojihelnik, kde je thel 60°. Pizza ma ale kulatou stranu a takové je vzdy trochu
delsi nez rovna strana, takze odpovidajici uhel je o kousek mensi nez 60°. Celd pizza je kruh, ktery ma
polomér r. Vyse¢ s tthlem 1 radidan pak ma oblouk o délce stejné jako je polomér kruhu r. Odtud pochéazi
néazev radidn — radius totiz znamend polomér. Obvod celé pizzy je o = 27r, takze oblouku o délce r se na
obvod vejde 27. Do celého kruhu se tedy vejde 27 radiant.

Karle, tak uz vis, jestli si vezmes 60° nebo 1 radian? Zase takovy hlad nemadm, tak si tedy vezmu jen 1
radidn. Vidim, Ze uZ tomu rozumis. Umel bys tedy 7ict, kolik radidni je 150° a kolik stupnit jsou 2 radidny?

Ve fyzice je méfeni uhlu v radidnech velice vyhodné, mimo jiné diky tomu, ze kdyz se né&jaké téleso
pohybuje po kruznici o poloméru r a my vime, o jaky hel okolo stfedu kruznice se otocilo v radidnech, tak
snadno ur¢ime drahu, jako po obvodu urazilo:

5= r.

Nebo tteba veli¢ina thlova rychlost w, kterd vyjadfuje thel urazeny v radidnech za 1 sekundu a mé tak
jednotku rad/s. Pro rychlost, kterou se bod pohybuje po obvodu kruznice, pak plati vztah

Vv =wr.

Kdyz pouzivame k méfeni velikosti thlu radidny, tak jsou fyzikdlni vztahy hezéi a jednodussi. To se ukaze
i pozdéji v tomto textu. Pokud ma kruznice polomér r = 1, tak délka oblouku s odpovida tihlu o velikosti
rovnéz s (v radidnech). Proto se radidnum také i{kd obloukovd mira — uréujeme velikost tihlu pifmo pomoci
délky oblouku kruznice.

3.2 Zavedeni goniometrickych funkci jako pomért stran v pravo-
uhlém trojuhelniku

Je parné letni odpoledne a Dora s Karlem se chladi ve stinu vysokého topolu. Doro, jak myslis, Ze je ten topol
vysoky? Pta se Karel. Dorka na chvili zkrabati oblicej, ale pak odpovi: To nevim, néco mezi péti a sto metry.
Ale umim to zmerit! Stact, kdyz... Karel Dorotku zalibné vyslechl a pomyslel si:Vybral jsem si dobrel... Vite,
co mohla Dora Karlovi odpovédét?
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Obréazek 1: Stupné a radidny

Obrézek 2: Stiny a podobné trojuhelniky
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Obrézek 3: Funkce sinus jako mechanismus

Jisté vas napadne mnoho zpusobu, jako tfeba vylézt na vrchol stromu, hodit dolu klice a méfit, za jak
dlouho dopadnou. Nebo stoupnout si k paté stromu a z dédlky odhadnout, kolikrat je topol vyssi nez clovek.
Snad vas napadne i feseni na zdkladé méfeni délky stinu.

Slune¢ni paprsky sviraji se zemi thel «, ¢imz je definovan jeden tihel pravoihlého trojihelniku. Trojihel-
niky na obrdzku 2 jsou vzdjemné podobné (shoduji se ve velikosti dvou thlu) a je také patrné, ze podobné
trojihelniky maji stejny tvar a pouze jinou velikost. Poméry stran v téchto trojihelnicich jsou proto shodné.

Dorka je vidy pripravena a z kapsy vytdhne svinovaci metr. Zméri nejprve vysku Karla a = 200 cm (je to
cahoun) a pak délku jeho stinu b = 150 cm. Pak zméri délku stinu topolu B = 18 m. Jak je tedy topol vysoky?

Karel je a/b =200/150 = % =1,33x vétsi nez jeho stin. To samé bude platit pro topol — bude %x vetsi
nez jeho stin. Vyska topolu je proto A = 18 x % = 24m, protoze A/B =a/b=4/3.

Vywzli jsme vlastné toho, ze pomér stran a/b v Karlové trojihelniku je stejny jako pomér stran A/B
v trojihelniku topolu, protoze se jednd o podobné trojihelniky, a tedy a/b = A/B = 4/3. Tento pomér stran
zavisi jen na thlu a.

Stejné tak to bude platit i pro dalsi strany trojihelniku

a A a A b B
c

b B’ el c C

Hodnota téchto poméru zavisi jen na tihlu «, nikoli na velikosti trojihelniku. V nasSem piipadé je délka stinu
dlouhd 3 dily a vyska objektu 4 dily. Z Pythogorovy véty je potom délka pfepony v/32 + 42 = 5 dili. MuZeme
si tak doplnit délku poméru stran pro nas piipad, kdy slunce sviti pod urc¢itym thlem a:

Co se bude dit, kdyz se slunce postupné kloni k obzoru, tedy kdyz a klesa — jak se budou ménit poméry
stran v nasich trojihelnicich? Vyska a se neméni, zatimco stin b i pfepona ¢ se budou prodluzovat. Kdyz
bude klesat ihel dopadu paprsku, tak poméry a/b a a/c budou také klesat. Naproti tomu pomér b/c poroste.
Kazdému ihlu a tedy muzeme piifadit uré¢itou hodnotu poméru stran v pravouhlém trojihelniku. Kdyz
ruznym velikostem dhlu « pFifazujeme ¢isla p na zdkladé uréitého mechanismu o — p, tak muzeme ¥ici, ze
¢islo p je funkel « a zapsat funkce(a) = p. V nasem pifpadé tyto funkce (mechanismy, jak ¢isla pritazovat —
obr. 3) nazyvame sinus, kosinus, a tangens a zkracujeme jako sin, cos, tan (¢i tg).

a ) a
tanazg, sina = —, cosa = —
c c
protilehla . protilehla ptilehla
tan o = —————-, no=-———, cosq = ———
prilehla pfepona pfepona

V piipadé Dory a Karla paprsky slunce sviraly se zemi 1thel 53° a mohli bychom pak psat

tilehlda 4 — tilehla 4 filehld 3
tan53° — PEOEOR 2 g 33 gippge = PEOMECMR % 58 cospze = PR 2 g
prilehld 3 pfepona 5 pfepona 5
Je uZitecné védét, jakému ihlu prislusi jaky pomér. Hodnoty poméri pro nékteré uhly viak dokdzeme urcit
snadno vijpocétem. Zvlddnete urcit hodnoty goniometrickych funkci pro ihly 0° a 45°7

IMozné vdm piijde divné, ze by Dora nosila po kapsich svinovaci metr. Pfijdete ale na to, jak by to snadno mohli udélat i
bez néj? Karel pravdépodobné zhruba vi, jak je vysoky — a = 200cm. Dorka tfeba pomoci délky své boty ”odstopuje” délku
stinu Karla, feknéme d = 5 stop, a poté délku stinu topolu, Feknéme D = 60 stop. Délka stinu topolu je D/d = 50/4 = 12x
delsi nez Karlav stin a pokud je Karel vysoky 200 cm, tak vyska topolu musi byt 12x vétsi, tedy A = 24 m.
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a sin(a) &) a-tan(a)
a a a
b cos(a) a
i protilehla b
sin(a) = ———= —
piepona c
Cc ‘(\@
vl s \
prilehla b c-sin(a) v\ b
cos(a) =——= —
prepona ¢
a a
rotilehld a . b/tan(a
tan(a) = > _ c-cos(a) (@)

prilehld ~ b

Obréazek 4: Délka stran v pravouhlém trojihelniku a goniometrické funkce

Pokud je dhel a velmi maly, prakticky nulovy, tak je trojuhelnik uplné placaty, protilehlda méa nulovou
délku (b = 0) a prilehld je vlastné stejné dlouhd jako pfepona (a = ¢). Proto

sin0° =b/c=0/c=0, cos0° =a/c=aja=1, tan0° =b/a=0/a =0

Pokud je a = 45°, tak jsou odvésny stejné dlouhé, feknéme o délce 1 (a = b = 1) a pfepona z Pythagorovy

véty ¢ = /12 + 12 = /2. Proto
1 V2 1 V2

sin4h° = — = — | c0s45° = — = — |

V2 o2 V2 o2

Uhel 60° najdeme v rovnostranném trojuhelniku. Pokud mé stranu délky 1, pak pro jeho vysku plati...
V tom se Dora zarazila, protoZe ji kolem hlavy zacal krouzit zlovéstny srsen. DokdzZete to dopovédét misto

ni? Jaké jsou hodnoty goniometrickiyjch funkci pro uhly 60°, 30°a 90°¢
V rovnostranném trojihelniku o strané 1 je vyska

-

Dostavame pak trojihelnik s preponou délky 1, pfilehlou délky % a protilehlou délky @ Proto

3 3 1 1 31
sin60°:£:1:\[ cos60° = 5 1=, tan60°:§:7=\/§

2 2 2

tan45° = 1/1 =1

Ve stejném trojuhelniku méme i thel 30°. Jen se vlastné prohodi role protilehlé a prilehlé: Sinus si tak
prohodi hodnoty s kosinem a hodnota tangesu bude pievracend oproti puvodni:

V3 1 V3

1
sin30°:§, cos60° = — tan60° = — = —

2 /33

Vysledky shrnuje obrazek 5.

Vidime, ze hodnoty sin a cos jsou vzdy mezi 0 a 1, zatimco tan muze byt i vétsi. Co kdybychom chtéli
urcit hodnoty goniometrickych funkei i pro jiné uhly «, tfeba 20°, 70° nebo podobné? Mohli bychom si pomoci
tdhloméru a pravitka rysovat rizné pravouhlé trojihelniky s ruznym dhlem o, métit délky stran trojihelniku
a do tabulky poté vyndset hodnoty poméru stran.

Karel je nagelovany sportovec, takze je soutézivy. Chce se vsadit s Dorou o kastany, Ze pomoci ryjsovdni
dokdze presnéji urcit hodnotu sin20°. O witézi pak md rozhodnout kalkulacka. Karel vitézoslavné stanovil
hodnotu 0,38. Dokdzete rysovat presnéji nez Karel a vyfouknout mu kastany?

Velice peclivim méfenim bychom dosli k ¢islim v obrazku 6 a mohli bychom také nakreslit grafy funkei
sin, cos, tan. Kalkulacka mé hodnoty pro ruzné ihly nejspise ulozené v paméti. Pii zadani libovolného tihlu
pak najde hodnoty pro dva znamé 1ihly, mezi kterymi zadany thel lezi, a hodnotu uréi takzvanou interpolaci.
Kde se ale vezmou piesné hodnoty, které se pak ulozi do paméti kalkulacky? O tom v kapitole 5.8.

Kdyz jsi tak chytry, Karle, tak si té provérim. Mas desku stolu ve tvaru pravotuhlého trojuhelniku s whlem
30°. Nejdelsi strana md délku 120 cm. Jakou délku magi zbyvagici strany?

11



sin 45° = cos 45° = -}

v
N2 2
1
45° 60°
1 1 1
sin 60° = cos 30° = ?
sin 30° = cos 60° = %

Obrézek 5: Hodnoty goniometrickych funkci pro vyznamné uhly.

Hodnoty gonio funkci od 0 do 90° Hodnoty gonio funkci od 0 do 90°
| ! ‘ T
10 - L— gg 1 — tan T
0.9 ~— 34 /
08 N 32 ]
: N 3.0
0.7 N 28
: AN 2.6 v
£ 0.6 N — 3 /
- — sin %g 7
S 0.5 —— cos 18 /
16 /|
4 AN 3 2
03 / \ 1.0
0.2 o \ g.g —_
01l N\ 0.4
- - 0.2
0.0 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80
uhel a Uhel a

Obrézek 6: Hodnoty goniometrickych funkeci.
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Obrazek 7: Inverzni funkce

Ve fyzice je Castd situace, kdy zndme délku prepony c pravouhlého trojuihelnika a hleddme velikosti
odvésen. Dostaneme
siha=a/c = a=csna
cosa=b/c = b=csina

Jelikoz hodnota sin a cos je mensi nez 1, tak prirozené délky odvésen vychazeji mensi nez délka prepony.
Pokud naopak zname délku jedné z odvésen, tak muzeme vypocitat délku prepony:

. b

sina=b/c = c=-—
sin «
a

cosa=alc = c=
cosa

Zde délime hodnotami sin nebo cos, jez jsou ¢isla mensi nez 1, takze délka pfepony vychazi prirozené veétsi
nez délka odvésen. Tyto ruzné situace vidime shrnuté v obrazcich 4.

Studenti nékdy pletou, jestli pro ziskéni délky pozadované strany maji sinem (kosinem) ndsobit nebo
délit. Pokud si nejste jisti, tak si vzdy uvédomte, ze pfepona je nejdelsi stranou a ze sinus je vzdy mensi
nebo roven 1. Odvésna je kratsi, takze pFeponu musim nédsobit sinem (kosinem). Naopak pfepona je nejdelsi,
takze odvésnu musim deélit sinem (kosinem). Pak je také dobré si uvédomit, ze pokud m4d prepona délku 1,
tak délky odvésen jsou piimo hodnoty goniometrickych funkeci.

Nakonec si jesté vsimnéme jedné velmi dulezité souvislosti.

protilehla  protilehla prepona . 1 sin a
= = . = Ssln o - =

tan « =
prilehla prepona  prilehla cosa  cosa

Tangens uhlu tedy jde vyjadrit jako sinus déleno kosinem. To je dilezité si pamatovat.

3.3 Inverzni funkce

O pdar dni pozdéji Dora s Karlem zase stdli vedle néjakého stromku. Karel si vzpomnél na minulé setkdni a
napadlo ho, Ze bude predstirat zdjem o goniometrické funkce. Dokonce si kvili tomu vzal do kapsy svinovact
metr, prestoze ho tlacil. Priskocil k Dote a rychlym pohybem zméril jeji vysku i délku jejiho stinu a vychrlil:
Tak a mds to! Meris 168 em a tvij stin md délku 102 ecm. A ted mi teda Dori iekni, pod jakym thlem na
zemi dopadaji slunecni paprsky! Co Dora odpovédéla?

V uvedeném piipadé je pomér odvésen

a 168
7= 102 - 1,647 = tan «
Podivédme se, kterému thlu piislusi takovato hodnota funkce tangens (obrazek 7)

7 grafu vidime, ze je to asi 59°, presnéji 58,7°. V tomto piipadé hodnoté poméru stran pfifazujeme
thel v pravoihlém trojuhelniku. To je opaény proces nez v predchozim. Opét bychom mohli definovat
funkei (mechanismus), ktery poméru stran, tedy ¢islu, ptitazuje thel. V piipadé hledédni dhlu pro pomeér
protilehld/pfFilehl4 se tato funkce nazyvé arkustangens a znaci se obvykle atan, arctan, arctg, nebo jednoduse
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arcus = oblouk

sina
75}
Il
S)

Obrazek 8: K etymologii slova arkussinus

tan~', coz obvykle najdete napséno na tlacitku kalkulacky. Resenf nasf dlohy bychom proto mohli zapsat
jako
a=tan" 11,647 = 58,7°.

Také bychom tuto funkci mohli nazvat jako inverzni tangens. Stejné tak se definuji funkce inverzni k sinus
a kosinus a nazyvaji se arkussinus a arkuskosinus, 2 pfi¢emz se znaéi asin, arcsin, acos, arccos, ¢ opét sin~ !,
-1
cos™ .

2Mozné vém vrtd hlavou, proé¢ je v ndzvu zrovna slovo arcus. Arcus znamend oblouk. Zdtvodnéni ndzvu funkce arkussinus
je naznaceno v obrazku 8. Jednd se o délku oblouku piislusného k poloviné tétivy, tedy k sinu.
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4 Uziti goniometrickych funkci ostrého thlu ve fyzice

4.1 Priamét

Predstavte si, Ze u paty stény zabodneme tycku délky L pod thlem « vuci zemi, jako je na obréazku. V pravé
poledne, kdyz slunce sviti pfimo zvrchu, tak na zemi vidime stin tycky. Paprsky dopadaji kolmo na zem
a délka stinu je patrné Lcosa. Muzeme Fici, ze stin je kolmy prumét tycky na zem. Pfi zapadu slunce
naopak paprsky jdou rovnobézné se zemi, dopadaji kolmo na sténu a tycka na sténu vrha stin o délce L sin a.
Muzeme fici, Ze se jednd o kolmy prumét tycky na sténu. S pojmem prumét se ve fyzice budeme setkéavat
¢asto. Slovo prumét pochézi od slovesa promitdni a promitani je proces, kdy na néjaky predmét svitime a
jinde vzniké jeho obraz.

L cos «

Obrazek 9: Pramét tycky jako stin

4.2 Prace

Karel sedi v hodiné fyziky a poslouchd vyklad o mechanické prdaci. Aby néjakd sila vykonala praci, tak musi
prispét k posunuti néjakého predmétu. Vykonand prdce je pak soucinem velikosti sily a tohoto posunuti

W =Fs.

Ucitel ale néjak zmatené rikal, Ze takto to plati jediné kdyz sila pusobz presné ve sméru posunuti. Kdyz ale
sila nepusobi ve sméru posunuti, tak je potreba si predstavit, Ze sila F jakoby sestdvd ze dvou sil Fi a F27
2z nichZ pruni pusobi presné ve sméru posunuti a druhd pusobi kolmo na smér posunuti. Proni sila pak vykond
praci W1 = Fis a druhd vykond nulovou prdaci, protoZe kdyz pusobi kolmo, tak vibec neprispivd k posunuti
télesa. Prdce vykonand puvodni silou je pak jen W = Fys. Pry vlastné staci zjistit, jak velky je prumeét té sily
F do sméru pohybu. . .. Karel v§ak jiz ztratil pozornost a vzpomnél si, jak se na skolnim vyleté do Solvayovijch
loma snazili s Dorou po kolejich roztlacit maly dilni vozik. Dora tlacila primo zezadu, Karel zboku pod ihlem
30° vzhledem ke kolejim a privandroval se k tomu jesté Pepa, ktery se bdl, Ze se vozik prevrdti, a stoupnul si
na druhou stranu voziku a tlacil smérem ke Karlovi. Vozik posunuli asi o 6 metru, Karel piusobil silou asi
300 N, Dora 200 N a Pepa tézko tict. Karla napadlo, jestli by slo urcit, kdo z nich vykonal jak velkou prdci.

Dora pusobi pfimo ve sméru posunuti, takze jeji prace je Wp = Fp - s = 200 - 6 = 1200 J. Karlovu silu
rozlozime jako soucet sily ve sméru pohybu voziku F; a silu kolmo na smér pohybu Fs. Z obrizku vidime,
ze I} = F cosa a Karlem vykonana préace tak je Wk = Fcosa - s = 300 - ? -6 ~ 1159J. Vidime zde, ze
jsme vlastné pouzili prumét Karlovy sily F' do sméru pohybu. Pepa tlaéi kolmo na smér pohybu a tak je jim
vykonana préce nulovd. Podobné tvahy jsou ve fyzice velmi dulezité.

Vidéli jsme, ze na velikost vykonané prace ma vliv vzajemny smér posunuti a pusobici sily:

W = Fscosa.

Kdyz jsou rovnobézné, plati W = F's, kdyz jsou kolmé, tak je W = 0. Muzeme si vS§imnout, Ze vlastné
bereme dva vektory, silu F' a posunuti § a po vypoctu dostdvdame préci, coz neni vektor, nybrz ¢islo/skaldr
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(e}
= Fsina F
kolmo na pohyb
nekona praci o
Fy = Fcosa

ve sméru pohybu kona praci

Obréazek 10: Préci kona jen slozka sily mifici ve sméru pohybu.

zadani reSeni

40N

sin 30°
A A |01

Obrazek 11: Podivné houpacka

(nemd smér). Vztah pro prici se ve vyssi fyzice pise kompaktné pomoci takzvaného skaldrniho sou¢inu dvou
vektoru, coz je operace, kterd se znaci teckou

W=F.3

Takto zapsany vztah uz v sobé vnitiné obsahuje informaci o tom, ze nejprve urc¢ime velikost prumétu vektoru
sily do sméru posunuti a teprve potom nasobime velikosti posunuti.

4.3 Moment sily

Dora konecné pozvala Karla k sobé domu. Karel byl znacné nervozni a chtél se pripravit na véechny eventu-
ality, takze si radsi nastudoval goniometrické funkce a i néco trochu z fyziky a pak se jesté podival na jedno
video. Nakonec koupil lizatko a vonnou tycinku a vyrazil. Dora ho ale hned u dveri privitala dost podivné.
Pusti ho dovnitr jen tehdy, kdyz vyresi hadanku. Ukdzala Karlovi maly model houpacky jako na obrdzku 11.
Karel md za kol zjistit, jak tézZké zdvazi md povésit na provdazek, aby houpacka byla v rovnovdze. Co myslite,
zvlddne splnit kol a vstoupit do bytu?

Vidime jakousi jednozvratnou paku. Zavazi 3 kg pusobi tihou 30 N ve vzdélenosti 8 dilku od osy otdcent
kolmo na tycku, zatimco lanko ptusobi ve vzdalenosti 6 dilku. Kdyby lanko pusobilo také kolmo na tycku, tak
by byla potieba sila 40 N, protoze rameno této sily je kratsi a musi platit rovnost momentu sil 30 N -8 dilku =
F-6 dilku. Jenze lanko nepusobi kolmo na tycku. Tusime, ze kdyby lanko pusobilo rovnobézné na tycku, tak
jeho schopnost otécet tyckou bude nulové, zatimco kdyz pusobi kolmo na tycku, tak jeho schopnost otacet
tyckou je maximalni. Musi tedy platit, ze hledand sila od lanka vytvaii silu 40 N ve sméru kolmo k tycce,
tedy vertikdlné. Celkové sila od lanka (ve sméru lanka) mus{ proto mit velikost

F =40N/sin30° = 80N

Houpacka tedy bude vyvazena pfi zavéseni zadvazi o hmotnosti 8 kg.

4.4 Zatizeni lan a konstrukci

Karle, Karle, podivej se z okna na ten jerdb, jak zvedd tu traverzu. To se mi wibec nechce libit! Vidyt
ta tenouckd lanka se muzou snadno pretrhnout! Karel vidi, jok je vodorovnd traverza zavéSend na koncich
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zadani redeni 1000N 1000N

sin « sin «
? ? o Q
= 5 1000 T - \ 000 N
2000 N 2000 N

Obrézek 12: Zatizeni lan

na lanech, kterd se sbthaji do jednoho bodu upevnéni. Lana s traverzou sviraji thel 20° (obrdzek 12). Kdyz
Karlovi nic nehrozi, tak md obvykle pro strach udéldno, takze konejsivé odpovédeél: Bud v klidu, ta traverza
ma tak 200 kg, takze kazdé to lano jakoby nese hmotnost jenom 100 kg, a to hrave udrzi. Citil se sam se
sebou nad miru spokojeny, ale to se Seredné prepocital. Pane boZe, co to meles, jakych 100 kilo? Kazdé to
lano je preci napindno daleko vétsi silou! To vibec nezacind dobre, panikari Karel a honem premysli, jakou
silou Ze vlastné ty lana jsou napindna. . .

Situace je hodné podobnd jako v predchozi tloze o houpacce. Kazdé lano musi pusobit silou 1000 N
vertikdlné nahoru. Jenze lano umi pusobit jen ve sméru lana, takze 1000 N odpovida vertikalni slozce celkové
sily. Hodnota 1000 N je délkou odvésny a my hleddme délku prepony. Jeji délka je

F =1000N/sin20° = 2924 N

Je to tedy jako kdyby na kazdém lané viselo zdvazi o hmotnosti skoro 300 kg, nikoli 100 kg, jak se domnival
Karel. Cim bude ihel o mensi, tim vétsi silou budou lana napinana.

4.5 Naklonéna rovina

Karel byl cely den jak na trni a jeho nervozita by se dala krdjet. Koupil Dorotce k narozenindm ndahrdelnik z

krdsnych kulatych kordlki, které vypadaly jako pravé perly. Ted uz zbyvalo jen cekat. Dorka vykrikla radosti!
Ten je nadherny, uz dlouho jsem chiéla takovy zkusit! Karel uz se t€sil, jak si ho nasadi, ale nemohl se vic
mylit. Dorka vzala ndhrdelnik, peclivé ho namydlila a nasadila ho na takovy zvldstni plastovy klinek jako na
obrazku 13. Karel vibec nechapal, co se déje, ale Dora byla §téstim bez sebe.

Uz od starovéku bylo lidem jasné, ze pokud tla¢i vuz po mirném svahu, tak stac¢i mensi sila, zatimco
kdyz svah je prudky, tak je tfeba vétsi sila. Nedarilo se ale objasnit, jak velikost sily zavisi na tthlu sklonu
svahu. Zabyval se tim uz Archimédes. Krasné a elegantni objasnéni vSak pfislo az ve stfedovéku a stoji na
myslenkovém experimentu. ® Kdy# fetizek z korali nasadime na klin, jako na obrazku, tak fetizek nebude
klouzat ani dolu, ani nahoru. Kdyby tam totiz na koralky pusobila néjaka sila, tak by se fetizek musel
pohybovat potfad, coz neni mozné. Sily na kordlky tedy musi byt v rovnovaze. Na pieponé trojihelniku je
5 koralki, na pravé odvésné jsou 3 koralky. Sila pusobici na 5 koralkt musi byt tedy stejné velkd, jako sila
pusobici na ty tii kordlky. TFi koralky jsou dolu tazeny piimo svisle a na kazdy pusobi sila o velikosti mg.
Aby sily byly v rovnovaze, tak na kazdy z péti koralku musi pusobit sila o velikosti gmg. Cislo % je ale pomeér
délky odveésny-protilehlé a prepony trojihelniku! Takze sila, kterd tahd predmeéty dolu po svahu o sklonu «
je zmengena faktorem (protilehld/pfepona) = sin a, neboli F' = mgsin a.

Tuto krdsnou stredovékou tvahu vSak jiz umime vysvétlit tak, ze sila tahajici kulicku dola svahem je
prumétem gravitaéni sily do sméru svahu (tedy jak moc gravitacni sila mii ve sméru svahu) Gravita¢ni silu
totiz muzeme rozlozit do sméru podél svahu a do sméru kolmo na svah, jak je ukdzdno v obrazku 14. Sila
kolmo na svah nezpusobuje zrychlovani, je to totiz sila od kulicky na svah a ta je presné kompenzovana silou,
kterou svah pusobi na kulicku (kdyby to tak nebylo, tak by se kulicka zacala zabofovat do podlozky). Sila
kolmo na svah byva ¢asto oznacovana jako normalové sila F),, kde slovo normélova znamend to samé jako
kolma.

Karlovi se konecné podarilo vytahnout Doru na hory na bézky. Dlouho se tomu vyhybala, protoZe tikd, Ze
neumt lyZovat, ale to prdaveé Karel ucitil prilezZitost a preochotné se ji nabidl, Ze ji to nauci. Pésky si vyslapali
na maly svah a Karel uz se chystal zacit moudre vysvétlovat techniku, kdyz v tom vidél, Ze Dora zac¢ind klouzat
pryc¢ a kric¢i o pomoc. Nez se Karel vzpamatoval a zacvaknul se do lyzi, aby mohl Doru zachrdnit, tak uplynuly
tri sekundy. Jak daleko mezitim Dora odjela? Karel zkusengm okem zhodnotil, Ze svah md sklon o = 25° a
Ze koeficient treni mezi snéhem a lyZemi je f = 0,15, af uZ to znamend cokoli.

Dora jen pasivné klouze svahem, takZe na ni pusobi gravitacni sila a tfeci sila. Gravitacni sila Fyy = mg
mifi svisle dolu. Jiz ale vime, Ze ji muzeme rozlozit do dvou dil¢ich sil — sily ve sméru pohybu Fj a sily kolmo

3jedn4 se o takzvany Stevintv diikaz: https://en.wikipedia.org/wiki/Inclined_plane
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Obrézek 13: Sila na naklonéné roviné

f-mgcosa

R

mg sin o

o Fl
a
Mg Ccos &
F, o
v
mg

Obrézek 14: Lyzaf na naklonéné roviné
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do svahu, takzvané normélové sily F,,. Sila F} bude zpusobovat zrychlovani dolu svahem. Pohyb ale bude
brzdén tieci silou F}, jejiz velikost je zavisla na tom, jak velkou silou jsou lyze pfitlacovany je snéhu, to jest
na velikosti normalové sily F,,. Z obrazku je patrné, ze gravitacni sila hraje roli pfepony v trojihelniku a
tedy ze slozka gravita¢ni sily ve sméru pohybu maé velikost

Fy = mgsina

Podobné velikost pritlacné sily je
F, =mgcosa

Velikost tieci sily zavisi na piitlaéné sile a "mife drhnuti” obou povrchu, kterd je vyjadiend pravé tiecim
koeficientem f = 0,15, ktery pro lyZe a snih je spiSe maly. Proto

F; = fF, = fmgcosa
Celkova sila ve sméru pohybu pak je
F=F —F, =mgsina — fmgcosa = mg(sina — f cosa)
Pro zrychlen{ Dory plati z druhého Newtonova zdkona a = F'/m a tedy

P —F,
a=——-":

- = g(sina — fcosa) = 2,8m/s?

kde g = 9,8m/s? je gravitacni zrychlenf. KdyZ zndme zrychlen{, tak drdhu rovhomérné zrychleného pohybu
uréime ze znamého vztahu s = %atz. V nasem ptipadé po dosazeni ¢ = 3s mame urazenou drahu 12,6 m.
Mohla by nés zajimat i rychlost po tiech sekundach, coz by bylo jednoduse v = at = 8,4m/s ~ 30km/h.
Tak snad to Dorka néjak zvladne ubrzdit, nebo ji Karel mocnymi odrazy zvladne dohnat a zachranit.

Karle, moc ti dékuji, zZe jsi mi zachranil Zivot! Vykrikla Dora a vdécné Karla objala. Pak se ale odtdhla
a nejprisnéjsim hlasem, co uméla, tekla: Zarovern té ale chei prisné pokdrat, Ze jsi mé do té nebezpecné
situace privedl! Videéla, Ze Karel je opét po emocéni strance néjaky zmateny, tak radsi vypnula prisny ton
a jiz normalné zacala mluvit dadl: Pristé uz si budu stoupat jenom na takovy svah, abych se rozjela jemom
kdyz se odrazim! No jo, ale jak prudky svah to podle tebe jako md byt? Oponoval Karel. Hm, jaky vlastné
mazimalni sklon muze mit svah, abych z néj nezacala samovolné klouzat? Dora se zadumala a Karel ji se
zagmem, pozoroval. Okolo hlavy se ji jakoby skoro rozsvitila svatozdr. Co se ji asi honi tou jeji kulatou kebuli,
pomyslel si Karel. . ..

Kdyz na svahu jen stojim, tak sila, kterou mé tahd dolu gravitace, je presné vyrovnana statickou tieci
silou. Statickd tfeci sila mlize dosdhnout ale jen urc¢ité maximalni hodnoty, a to F} yqe = fF), kde ale nyni
f je staticky koeficient tieni, ktery byva o kousek vétsi nez ten smykovy koeficient. Reknéme, Ze na snéhu
tteba f = 0,2. Pro maximalni sklon musi platit, ze slozka gravitace ve sméru pohybu F) je pfesné rovna
maximalni hodnoté treci sily, tedy

Fl = Ft,maz
mgsina = fmgcosa

Karle, sledujes mé wvibec jesté? stouchla Dora Karlovi pod Zebra. Jo.,jo, samoziejmé, tebe vidycky, to
preci vis, vyloudil ze sebe Karel. Opravdu? Tak mi teda rekni, jak to bude pokracovat! zasklebila se Dorka.
V posledni rovnici zkratime mg a goniometrické funkce preneseme na stejnou stranu:

sin «
=f — tana=f — a=tan !f=tan 10,2~ 11°

COos &

No, tak to si moc nezajezdime, pomyslel si Karel. Kdyz ale sledoval vypocet, tak si wvédomil, Ze kdyby
koeficient trent byl 0,6, coZ je béznd hodnota mezi pneumatikou a silnict, tak by maximdlni whel ndklonu vysel
31°. To si musim pamatovat, aZ zacnu jezdit autem, ekl si Karel a se svym poznatkem se svéril Dorce. No
vidis, jakej ses koumak! A dala mu pésti pod Zebro mnohem silnéji, nez pred chvili.

4.6 Sikmy vrh

Karel pozval Doru na jeho fotbalovy zdpas. Hraje dobie a obzvldst je pysni na svoje primé kopy. Pékné jsi
hrdl, Karle, chvdli ho Dora, a Karel se dme pychou. Trosku ale ztratil zabrany a jesté si prisadil: Primaky
vykopdvdm rychlosti 150 km/h! Dora se na néj podeziivavé a zdrover trochu pobavené podivd, vytdihne z kapsy
tuzku a papir a néco si zacéne mumlat: TakZe pocdtecni rychlost asi 40 m/s, vykopne pod ihlem tak 30°, hmm,
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Obrézek 15: Sikmy vrh

hmm, odpor vzduchu zanedbdm. Jak daleko by dokopnul? Je to vibec mozné? Nekecd zase ten Karel?... Co
myslite, kecd Karel? Jak daleko by mi¢ dopadnul?

Nejdiive si velkoryse dovolime zanedbat odpor vzduchu. Po¢ateéni rychlost vg miii pod ithlem « vuéi zemi.
Pocatecni rychlost tedy miizeme rozlozit do vodorovného a svislého sméru: v, o = vocosa, vyo = vosina.
Vtip je v tom, ze gravitace pusobi svisle dolii a bude tak ovliviiovat jen vertikdlni slozku rychlosti, zatimco
horizontalni slozka rychlosti ziistane béhem pohybu porad stejnd. Vertikalni slozka v, ubyde kazdou sekundu
o hodnotu g a pro jeji velikost plati v, = vy, — gt. V nejvyssim bodé je vertikalni rychlost nulova, takze mic¢
dosdhne nejvysstho (kulminaéntho) bodu v ¢ase ¢, = v,0/g. Mi¢ pak ale klesa stejnou dobu jako stoupal,
takze celkovy cas letu je t = 2v, ¢/g. Jak daleko uleti v horizontdlnim sméru? Horizontalné uleti vzdélenost

0Uy0 203 cosasina
g g

Dosazenim hodnot pro idajny Karlav kop dostaneme d = 141 m. To by o hodné piekopl celé fotbalové hfisté.
Karel si asi trochu zaptehdnél.

4.7 Zakon lomu

Dora kapla do akvdrka trosku mléka a na hladinu namirila paprsek z laserového ukazovdatka. Kdyz paprsek
namirila kolmo na hladinu, tak bylo vidét, Ze normdalné prochdzi do vody. Kdyz ale paprskem posvitila na
hladinu trochu Sikmo, tak najednou bylo vidét, ze se paprsek po vstupu do vody trochu zlomil. Cim vic Sikmo
do vody mirila, tim bylo zlomeni vice patrné. Podivej, neni to ndadhera? KdyZ posvitis na zrcadlo, tak se
paprsek vidy odrazi pod stejnym uhlem, jako priletél. Pri vstupu do vody ale zméni smér, puvodné ve vzduchu
miril pod tuhlem oy a po vstupu do vody uZ miri pod uhlem as. Diky takovym zmeéndm sméru pri vstupu
do vody nebo skla funguji oci, brijle, fotdky, kamery, prosté viechna optika. Aby bylo moiné tyhle pristroje
sestrojit, je potreba rozumét tomu, jak se pri lomu méni smeér paprsku, neboli kdyz vime whel dopadu o, tak
potrebujeme védet, jaky bude uhel po lomu as. KdyZ se na to tak koukdam, neni to prosté tak, Ze ten uhel lomu
je polovicni oproti whlu dopadu, nebo Ze prosté staci ten hel dopadu oy vyndsobit néjakym cislem mensim
nez 1 a dostaneme ten uhel cs ? Karel poloZil otdzku a uz to neslo vzit zpét. Dora se usmdla a jala se mu vse
obsirne vysvétlit.

vody nebo skla lame proto, ze ve vodé svétlo leti pomaleji nez ve vzduchu. Nejrychleji leti svétlo ve vakuu a
tuto rychlost zna¢ime c. Ve hmotném prostied{ je rychlost vzdy mensi. Kolikrat mensi je, to vyjadiuje index
lomu prostiedi n. Ve vzduchu se svétlo sifi skoro stejné rychle jako ve vakuu, takze index lomu vzduchu je
skoro roven jedné n; =~ 1. Zato napt. voda mé index lomu 1,33 a sklo ma index lomu roven zhruba ny = 1,5,
coz znamena, ze svétlo se v ném §ifi 1,5x pomaleji nez vakuem.

Svétlo je svou podstatou vlna. Je tézké si to predstavit, proto nejdiive za¢neme vlnou na vodé. Na hladiné
jsou mista, kde je hladina vysoko a stiidaji se s misty, kde je hladina nizko. Vzdalenost mezi sousednimi vrsky
vlny oznacujeme jako vlnovou délku a znacime A. Vrsky viny na vodé se také pohybuji néjakou rychlosti v.
Stejné tak svétlo mé urcitou vlnovou délku a sif{ se urcitou rychlosti. Svétlo je takzvané elektromagnetické
vlnéni. Kdyz prochazi vlna na vodé, tak se na daném misté méni vyska hladiny a tfeba se tim rozhoupe kus
dfeva. Dfevo tak jde nahoru a pak zase dolu a tak pofdd dokola. Kdyz elektromagnetické vinéni prochazi

4V disledku odporu vzduchu by samoziejmé pii dané pocateéni rychlosti byl dolet daleko kratsi. Na internetovych ffech je
mozné se docist, ze profesiondlové dokédzi kopnout rychlosti az 130 km/h, coz jen utvrzuje zjisténi, ze Karel piehénél.
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Obrazek 16: Zakon lomu

prostorem, ve kterém na urcitém misté lezi elektron, tak vina rozhoupe tento elektron — chvili je sila pusobici
na elektron tFeba nahoru, pak se postupné zmensuje a za¢ne mitit dolu a tak porad dokola. Elektromagneticka
vlna je tedy schopnd rozhoupat/rozkmitat elektron.

Dobre, to je tedy na uvod. Kdyz svétlo prochazi vzduchem, tak se oproti vakuu zpomali nq x. Proto za
jednotku ¢asu urazi kratsi vzdélenost a zmensi se i vinovd délka: Ay = A/ny. Kdyz prochézi vodou, tak jeho
vinova délka je Ao = A\/ngy. Jak ale vidime v obrézku 16, vrsky vin (8edé) ve vzduchu a ve vodé na sebe musi
porad navazovat. A to je klicem ke ziskani vztahu mezi a; a as. V obrdzku vidime dva trojuhelniky, které
k sobé piiléhaji preponami. Odvésna vrchniho trojihelniku odpovidéd vinové délce ve vzduchu Ay = A/n; a
odvésna spodniho mé délku Ay = A/ng. Obé odvésny jsou protilehlé k ihlim oy a ag. Délka prepony, kterd
je obéma trojuhelnikum spole¢nd, je pak

A A

:p:

n1 sin aq N9 sin aiy

Vinové délky ve vakuu A se vykrati a vezmeme pievracené hodnoty vzniklych vyrazua, ¢imz dostavame
n1 Sin o = ng sin ap

To je slavny zdkon lomu, ktery svazuje ihly dopadu a lomu oy a ay. Radéji zde zduraznime, zZe tyto thly
jsou méfeny od kolmice na rozhrani dvou prostiedi.

Stihas sledovat, Karle? Zeptala se Dorka, kdyz vidéla, Ze Karel md ndpadné priviené oci a vyluzuje divné
neartikulované zvuky. Jo, samoziejmeé, dplné ti visim na rtech. Skvéle, tak ted bys mi mél byt schopny Fict,
pod jakym uhlem vzhledem ke kolmici na hladinu se bude $itit paprsek ve vodé, kdyz na hladinu posvitim pod
whlem 45°7 Co md odpovédét Karel, aby ho Dora neptistihla pri 1Zi?

Jednoduse dosadime do zdkona lomu:

nisina; = mnasinag (1)
Eal = sinas (2)
no

s = 36,2° (3)

@,

=

L
A/~
3‘3
[\v] -

Q

=
~
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Uhel sméfovéni paprsku ve vodé viudi kolmici na rozhrani je tedy mensi, nez thel dopadajiciho paprsku ve
vzduchu. Tomuto jevu se fika lom ke kolmici.

Karel tusil, Ze se tedy moc nepredvedl. Kdyz si ale uz myslel, Ze z toho néjak vybruslil, jako boZi rana na
néj dopadla dalsi otdzka... Dorka vzala laserové ukazovdtko a posvitila do akvdrka ze spoda tak, Ze nejdiive
prochazel vodou a pak vystupoval do vzduchu. Kdyz paprsek nesel moc §ikmo k hladiné, tak normdlné vystoupil
do vzduchu. KdyZ ho ale mirila vic a vic Sikmo, tak vystupoval ¢im ddl vic do strany. V jednu chvili
uz vystupoval tak, Ze klouzal po hladiné a kdyZ ukazovdtko naklonila jesté o kousek vic, tak uZ do vzduchu
nevystoupil vibec! (obrdzek 17) Naopak bylo vidét, jak se uplné odrazil smérem zpét do vody. To Karla
zaujalo. Dora to vidéla a snaZila se ho ddle vzdélat. Tomu jevu se 7ika uplny odraz a nastdvd, kdyz svétlo
dopada dostatecné sikmo na rozhrani prostredi, kde se svétlo §iri pomaleji, s prostredim, kde se $iFi rychleji.
Ted ale podivej: Jakij musi byt minimdini ihel dopadu paprsku z vody na rozhrand se vzduchem, aby se paprsek
uplné odrazil zpét do vody?

Je to jednoduché, nejdiive zjistime, pod jakym thlem musi dopadat na rozhrani, aby paprsek vystupujici
do vzduchu presné klouzal po hladiné. Klouzéani po hladiné ale znamend 1hel 90°. Tento tihel nazveme mezni
thel «y,. Ze zdkona lomu musi platit

Tvoda SN O, = Myzduch SN 90° =1
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Obrazek 18: Magneticks sila
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Pro thly vétsi nez 48,8° tak dojde na rozhrani voda-vzduch k tplnému odrazu.

Diky dplnému odrazu funguji sklenénd optickd vlakna na pienos dat: svétlo uvniti se mnohokrat odrazi
od stén a porad zustava uvniti. Ten odraz je tak dobry, Ze se energie svétla skoro neztraci, odrazy jsou tak
mnohem lepsi nez u zrcadla a i po tisicich odrazu svétlo skoro nezeslabne.

4.8 Proton v magnetickém poli

Karle, Karle, dnes vecer md byt v Krusniych hordch vidét poldarni zdre! Pojedeme! Pojedeme? Proc ne,
odpovédél po kratkém zamyslend Karel a uz si v hlavé zacal pripravovat nékolik scéndri vivoje. .. Sedéli spolu
na malé skalce daleko od vseho a vsech. Na obzoru se mihotaly slabé cervené a zelené svételné zdvésy. Prosté
nddhera! Karel vycitil prileZitost a uz uz se chystal Doru vzit za ruku. Vis, jak poldrni zare vznika? zeptala
se bezelstné Dora a Karel jen suse polknul.

Magnet lednicky i Zemé maji kolem sebe magnetické pole, které jde znazornit pomoci indukénich car.
Magnetické pole v daném misté popisujeme vektorem magnetické indukce B , ktery je teény k indukéni care.
Smér vektoru odpovidd sméru orientace magnetické stielky. Experimentalné bylo zjisténo, ze kdyZ magnet-
ickym polem prolétd Castice s elektrickym nébojem, tfeba proton, tak na tuto ¢astici pusobi magneticka sila
a zakfivuje jeji trajektorii. Uk&azalo se, ze pokud ¢éastice leti kolmo na indukéni ¢ary, tak sila na ni pusobici
je maximalni o velikosti F' = quB, kde ¢ je elektricky naboj ¢éstice a v jeji rychlost. Kdyz vSak céstice leti
rovnobézné s indukénimi ¢arami, tak je sila nulovd. Kdyz rychlost ¢astice ¥ a vektor magnetické indukce B
sviraji néjaky obecny thel «, tak velikost sily bude nékde mezi témito dvéma extrémy. Velikost magnetické
sily F' pak ur¢ime tak, ze z vektoru rychlosti si vezmeme jen tu slozku, kterd mifi kolmo na B. 7 obrazku 18
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je patrné, ze pro velikost magnetické sily plati
F=qu,B=quBsina.

Vsimneme si také, ze vyraz vbsin a vyjadiuje obsah plochy rovnobézniku, ktery sviraji vektory ¢’ a B. Krésné
tak vidime, ze kdyz v a B miif stejnym smérem, tak se rovnobéznik jakoby zavie a ma nulovou plochu, tedy
i sila je nulova.

Experimenty dale ukédzaly, ze smér sily F je vzdy kolmy jak na v, tak na B , tedy na oba vektory. V piipadé
na obrazku sila miif smérem dolu do papiru.

Aby bylo mozné vSechny tyto zajimavé vlastnosti napsat kompaktné do jednoho vztahu, tak byla zavedena
nova operace, takzvané vektorové nasobeni ¢i vektorovy soucin, znateny pomoci operatoru xX. v nasem
pripadé bychom pak psali

F = q(7 x B)

Operace U X B je definovana tak, ze vysledkem je vektor, ktery je kolmy na oba vstupni vektory, a jeho
velikost odpovida obsahu rovnobézniku sevieného témito vektory. Ctenaf pozornéjsi nez Karel si jisté vsiml,
ze smér vysledného vektoru F jsme neuréili jednoznaéné. Na obrazku mohl miFit bud dolt do papiru, nebo
nahoru ven z papiru. v obou pfipadech je splnéna podminka, ze je vektor kolmy na ¥ i B. Smér je mozno
uréit napifklad pomoci takzvaného pravidla levé ruky, které si étendi mize vyhledat. °

Jak to vsechno souvisi s polarni zafi? Pfii erupcich a magnetickych boufich na Slunci je do prostoru
vyvrhovano spousta nabitych ¢astic, typicky protony, které pak velkou rychlosti leti k Zemi. Po pftiblizeni
k Zemi se dostavaji do zemského magnetického pole. Zakresleme si situaci tak, ze magnetické pole Zemé
B mif{ smérem do papiru a proton leti zleva doprava. Sila na proton je pak kolma k B i ¥ a mii{f smérem
nahoru. Sila je kolma na rychlost, takze nezptusobi zménu velikosti rychlosti, nybrz zménu sméru — zakfivi
trajektorii. Po zméné sméru vsak sila opét pusobi kolmo na rychlost. Takto dojdeme k tomu, ze magneticka
sila je vady silou dostfedivou a zptisobi obfhani ¢éstice po kruznici kolem indukénich ¢ar. Céstice je tak
polapena a jakoby se namotd na indukéni ¢ary. V pfipadé zemského magnetického pole se pak pohybuje po
spirale kolem indukénich ¢ar smérem k pélum, kde protony mohou nardzet do molekul v atmosfére. T'émito
nérazy se molekuly ionizuji, nebo se elektrony vybudi do vyssich energetickych hladin. Pfi ndvratu elektronu
do jejich puvodnich pozic v molekulach jsou vyzarovany fotony, které pak vniméame jako polarni zafi.

Magnetické pole Zemé odklani rychle letici nabité ¢astice a tim chrani atmosféru pred jejim odvatim, jak
se to stalo tfeba na Marsu. Pokud by magnetické pole zesldblo nebo zaniklo, tak povrch Zemé bude celit
vyssim davkam UV zdfeni a ionizujiciho zdfeni a také by se v dusledku dopadajicho slunéeniho vétru dostaly
do problému telekomunika¢ni satelity a citilivd elektronika.

Nakonec dodejme, Ze operace vektorovy souc¢in se ve fyzice pouzivd hojné i na jinych mistech, napf.
v definici momentu hybnosti nebo momentu sily.

4.9 Osvétleni plochy

Cestou na skolni vylet Dora a Karel projizdéli okolo velkého soldrniho parku. Karla zaujalo, Ze panely nejsou
vodorovné se zemi, nybrz Ze jsou nakloneéné. Pak ho jesté napadlo, Ze je bez kompasu schopen urcit svétové
strany. Nenechal si utéct prileZitost a se svym poznatkem se svéril Dore, kterou to samozrejmé nenechalo
chladnou.

Je zndmo, ze solarni panely musi byt vhodné natoceny ke slunci, aby vyrabély co nejvic elektrické energie.
Ozna¢me « thel mezi slunetnimi paprsky a kolmici na panel. Kdyz slune¢ni paprsky dopadaji kolmo na
panel, a = 0, tak je vykon panelu nejvétsi. Kdyz dopadaji Sikmo, vykon panelu je mensi. Kdyz by paprsky
gly rovnobézné s plochou panelu, tedy o = 90°, tak bude vykon prakticky nulovy. Pro¢? Cim je thel o
vétsi, tim mens{ pocet cdstecek svétla (fotont) panel pochyta. Cim vic bude panel naklonény, tim mensi se
jeho plocha bude jevit z pohledu prichédzejicich fotonu. Z obrizku 19 vidime, ze zddnlivd plocha panelu S’
se zmensi faktorem cos . Pripadné na situaci muzeme nahlédnout i tak, ze vektor vyjadiujici dopadajici
svétlo rozlozime do dvou sméru — kolmo k panelu a rovnobézné s panelem — pfiGemz panel pochytd jen tu
pomyslnou c¢ést svétla, kterd jde kolmo k panelu, viz obrazek 19. Pfi sluneéném dnu a kolmém dopadu je
vykon slune¢niho svétla na jednotku plochy asi 1 kW /m?. Pokud bychom méli panel tieba o ploe 2m x 2m
a dopadaly na néj paprsky pod tihlem 30° vzhledem ke kolmici na panel, tak pochytand slune¢ni energie za

1 s je potom
2 o 2 V3
Py =1kW/m*- 5" =1kW/m -Scosa:47kW:3,46kW.

5Vektorovy souéin & = @ x b mé podobné jako obyéejny souéin tu dilezitou vlastnost, e plati distributivita: @ x (b4 &) =
a X b+dxc Vnécem je ale zékerny — napiiklad neni komutativni, nybrz antikomutativni: @ X b = —b X d. Zvidavému ¢tenari
doporucujeme vyhledat si dalsi vlastnosti vektorového soucinu.
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Obréazek 19: Solarni panel a dopad sluneénich paprsku
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tok ryb orientovanou obruci 2

Obrézek 20: Tok orientovanou plochou

Utinnost premény dopadajici soldrni energie na elektrickou je asi 25% a proto elektricky vykon soldrniho
panelu je P, = 0,87kW. To je asi elektricky prikon mensi rychlovarné konvice nebo fénu, ¢i desetindsobek
piikonu lednicky.

4.10 Tok plochou

Karel vytdhl Doru na ryby. Chtél ji ukdzat, Ze holyma rukama dokdzZe ulovit potravu, jako bdjny praclovek.
Jesté nez vsak zacal licit pruty, Dora si vlezla do vody, trimajic v ruce jakoust kovovou obrué, kterou zrejmé
nasla pohozenou nékde u popelnic. Zrovna kolem ni proplouvalo hejno malych rybicek po proudu reky. Dora
ruzné natacela obruc¢ a mumlala si: maly tok rybicek, maximdlnd tok rybicek, nulovy tok rybicek, zaporny tok
rybicek. To uz Karlovi opravdu prislo divné a nezbyvalo, nez si to nechat vysvétlit.

Méjme proud rybicek jako na obrdzku 20 a obrué¢, kterou vuéi sméru proudu ruzné nataéime. Obrué
ma k sobé pfidélanou Sipku kolmou na plochu obruce, ktera ur¢uje orientaci obruce v prostoru. Pokud je
Sipka ve sméru proudu rybicek, tak obrué¢i skuteéné protece nejvice ryb. Kdyz bude Sipka kolmo na smér
toku, tak naopak obruéi neprotecou zddné rybicky — tomu Dora fikala nulovy tok rybicek. Kdyz naopak
obru¢ oto¢ime tak, ze Sipka miii proti toku, a rybi¢ky vzhledem k obruci protékaji opatnym smeérem nez
puvodné, pak fekneme, Ze jejich tok obrudi je zaporny. Kdyz obruéi plynule otd¢ime, tak se tok rybicek
obrué¢i postupné méni, jak znazornuje graf. Pocet rybicek, které prochéazeji obruci, tak zavisi na orientaci
obruce a proudu, na plose obruce a na hustoté a rychlosti rybicek. Pojem tok je ve fyzice vyznamny, zejména
v oblasti magnetismu, jak se ukaze pozdéji. Tuto myslenku si podrzime.

24



souradnice bodu na kruznici
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Obrazek 21: Jednotkova kruznice

5 Zavedeni funkci sinus a kosinus pro obecny uhel

5.1 Jednotkova kruznice

Karel chtél pozvat Dorku do kina, ale vsechny filmy mu pripadaly néjak nudné az pitomé, a tak si 7ekl, Ze
ji prosté pozve na détské hiisté, kde je hezky koloto¢. Chvili nad tim pochyboval a za normdlnich okolnosti
by mu to prislo infantilni, ale uzZ poznal, Ze Dora neni ledajakd a Ze ji nékdy zaujmou véci, o které by jiny
ani nezavadil. TakzZe uZ se navnadil, Ze se spolu budou tocit na kolotoci a jen trnul, ¢im ho zase Dora
prekvapt. .. Na hristi bylo nékolik kolotociu ruzngch velikosti. Karel uz zacal mirit k tomu nejvétsimu, jenze
Karla na koloto¢ o polomeéru pouhy jeden metr. Do prasné zemé pod kolotoéem potom patou vyryla dvé kolmé
¢ary a oznacila je jako osu x a osu y. Pak se jala vyprdvét ...

Karel sedi na koloto¢i o poloméru r = 1, ¢ili sedi na takzvané jednotkové kruznici. Polohu Karla je mozné
popsat pomoci thlu otoceni ¢, jako je na obrazku 21. Pak je mozné ziskat soufadnice Karla na obvodu
kruznice jako

T = Cosy (4)
y =sinp (5)

Hodnoty funkei kosinus a sinus tedy odpovidaji souradnicim x,y bodu na jednotkové kruznici. Dosud vime,
jaké jsou hodnoty goniometrickych funkef pro dhly mezi 0 a 90°, neboli 0 az 5 radidni. Co kdyz se koloto¢
s Karlem oto¢i o vétsi thel? Nenf to zadny problém.

Pro uplné libovolny 1hel otoceni koloto¢e muzeme urcit [z, y] souradnice Karla v roviné. Co kdybychom
hodnoty goniometrickych funkci nedefinovali pomoci poméru stran v pravoihlém trojihelniku jako doposud,
ale pravé jako soufadnice x,y bodu, ktery se o urcity thel ¢ oto¢i po obvodu jednotkové kruznice? Ano,
presné takhle muzu nové urcovat hodnotu funkce sinus a kosinus pro 1iplné libovolny thel! Sinus bude y-ova
soufadnice bodu na kruznici o poloméru 1, a kosinus bude z-ové souradnice bodu na této jednotkové kruznici.
No a koneé¢né tangens bude podil y/x, protoze tan ¢ = sin ¢/ cos . Mam na to jedno anglické piislovi: ”Once
you get to know jednotkova kruznice, you will never look back.” Kdykoli budes fesit tlohu se siny a kosiny,
tak si nakresli§ jednotkovou kruznici a rozlije se ti po téle pocit stésti a jistoty.

Kdyz se Karel na koloto¢i bude tocit, tak se postupné bude ménit tihel ¢ popisujici jeho polohu a postupné
se taky bude ménit jeho soufadnice z a y. Kdyz se bude tocit proti sméru hodinovych rucicek, tak tihel otoceni
 bude narustat, kdyz po sméru rucicek, tak bude klesat. Pohybem po sméru rucicek tedy jeho tihel otoc¢eni
muze byt klidné zaporny. Kdyz koloto¢ oto¢ime o 300° proti sméru ruéicek, tedy v kladném sméru, tak
to je z pohledu vysledné polohy stejné, jako kdyz ho oto¢ime oto¢ime o 60° v zadporném sméru. Jinymi
slovy 4+300° < —60°. Podobné kdyz koloto¢ oto¢ime o 500°, tak je poloha stejna jako kdyz ho otoc¢ime
0 500° — 360° = 140°.

V tom Dora Karla roztocila proti smeéru hodinovijch rucicek. ..

Uhel otoceni postupné nartistal a meénily se i souradnice [z, y] uréujici Karlovu polohu. Y-ové soufadnice
nejdifve narustala, ale pti dosazeni 90°=7/2 dosdhla maxima, tedy hodnoty 1, a zacala postupné klesat. Pfi
prekroceni 180°=n y-ova soutadnice prosla nulou a stala se zdpornd a byla ¢im dél zapornéjsi. Pti prekonani
270°=37/2 dosahla hodnoty -1 a pak zase zacala stoupat. Kdyz se koloto¢ otocil o tihel 360° zase do puvodni
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Obrazek 22: Funkce sinus jakozto y-ova soufadnice bodu na jednotkové kruznici.

polohy, tak soufadnice byla opét 0. Jenze souradnice y odpovidd hodnoté sinu daného uhlu. Kdyz tedy
pro kazdy dhel ¢ zaznamename soufadnici y, tak vlastné zaznamename hodnotu sin ¢. Kdyz si vytvoiime
tabulku dvojic (¢,siny) a vyneseme do grafu, tak dostaneme graf jako na obrazku 22. Argument funkce
sinus, zde thel @, se ¢asto oznacuje jako fdze. S timto slovem se budeme dale setkavat.

Koloto¢ ale muzeme klidné otoéit o vice nez 360°. Nebo ho muzeme otacet opaénym smérem, po sméru
hodinovych rucicek, ¢imz se dostaneme do zapornych hlu a vzdy zase muzeme zaznamenat soufadnici y
a tedy hodnotu siny. Hodnotu sin¢ tak muzeme pfisoudit jakémukoli thlu ¢ a prodlouzit graf do plus
nekonecna i do minus nekone¢na. Podobné tak s kosinem, kde vSak sledujeme soutadnici x.

Z nasi nové definice funkef kosinus a sinus pomoc{ ztotoznéni se souradnicemi [z, y] na jednotkové kruznici
jde pohledem na obrazek vyvodit nékolik zajimavych vlastnosti téchto funkci. Kdyz si namisto dhlu ¢
vezmeme stejné velky zdporny thel —y, tak odpovidajici bod na jednotkové kruznici se preklopi okolo vodor-
ovné osy x. Tim se vyska bodu zméni na opa¢nou, avsak x-ova soufadnice se nezméni. To znamena, ze

cos(—¢) = cos(¢) , sin(—p) = —sin(p)

Kosinus proto patii mezi sudé funkce, zatimco sinus patii mezi liché funkce.

5.2 Polarni souradnice

A pojd uz koneéné na ten vétsi koloto¢. Dora vzala Karla za ruku a dovedla ho ke kolotoci. Ted se konecné
Karlovi rozlil po téle pocit stésti, ale nepripisoval to svému neddvnému sezndmeni s jednotkovou kruznici.

Karel si sednul na koloto¢ o poloméru R a Dora ho roztocila. Poloha Karla vici sttedu kolotoce v uréitou
chvili je definovdna polomérem kolotoce R a tihlem otoceni ¢. Ziejmé pak jeho soufadnice [z, y] 1ze zapsat
ve tvaru

Tz = Rcosyp
y = Rsingp
Stejné tak poloha Dory na zemi by vzhledem ke stfedu kolotoce §la popsat bud pomoci kartézskych
soutadnic [z, y], nebo pomoci vzddlenosti od stfedu kolotoce r a pomoci tihlu ¢. Uhel ¢ hraje roli azimutu,
jak nékdo znd tfeba z orienta¢niho béhu. Hovoiime pak o uréeni polohy pomoci poldrnich souradnic (obrézek
23). Poldrn{ souradnice se ¢asto pouzivaji ve fyzice, tieba pfi analyze pohybu planet kolem Slunce.
Dokdzete uréit obrdceny prevodni vztah, tedy jak pri znalosti kartézskijch soutadnic [x,y] urdit hodnoty
poldrnich soutadnic (r,p)? Kdyz kartézské souradnice Dory budou [5; -3], jak popiseme jeji polohu v poldrnich
soutadnicich?

5.3 Parametry otacivého pohybu

Karel poslouchd a dale se otaci na koloto¢i o poloméru R. V kazdy moment, tedy v kazdy Cas ¢, muzeme
urcit jeho polohu. Sledujme nyni jen y-ovou soufadnici Karla, kterd se v ¢ase méni. Ta lze popsat jako

y(t) = Rsinp(t),

kde zapis y(t) zduraznuje, ze y zavisi na ¢ase t.
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[x,y] = [2;3]
(r, ) = (V13;56,3°)

polarni soutradnice

Obréazek 23: Poldrni souradnice

Otéceni kolotoce jde charakterizovat periodou otdceni T, tedy dobou trvani jedné otocky. Kdyz je perioda
T dlouha, tak je otaceni pomalé a naopak. Nékdy se hovoii také o frekvenci otaceni f. Pokud je perioda
tfeba pul sekundy, tak se koloto¢ oto¢i 2x za sekundu a fekneme, ze f = 2 Hertz (jednotka Hertz je to samé
jako s1 ¢éteme "za sekundu”). Pokud je perioda T = 4s, tak frekvence je i s~! Frekvence tedy znaéi pocet
otocek ze sekundu. Mezi témito dvéma veli¢inami ziejmé plati vztah

1
f:T'

Jakou rychlosti v se Karel pohybuje? Rychlost spocitdme tak, Ze uré¢ime urazenou drahu s za néjaky
Casovy usek t a spocteme

S
v=-.
t
Za jednu periodu T se otoc¢i kolem dokola po obvodu kruhu a urazi tak drahu s = 27 R a tedy
2rR

Tomu se 71kd obvodové rychlost. Na piiklad kdyz jedna otocka trvéa 4 s a polomér kolotoce jsou 3 metry,
tak rychlost sedacky vici zemi je v = 23X m/s ~ 4, 7m/s.

Velice dulezita je veli¢ina whlovd frekvence neboli whlovd rychlost, kterd se znati w. Bézna rychlost
vyjadiuje, kolik objekt urazi metri za sekundu. Uhlové rychlost analogicky vyjadiuje, o kolik radidanu za
sekundu se objekt oto¢i. Defini¢ni vztah je

Ap
At
tedy zména uhlu za ¢as. Tak napiiklad pokud perioda bude T' = 4s, tak za jednu periodu se objekt otoci
o celou otocku, coz odpovida ihlu Ay = 27, a pocitame

w

Ap 27 7
= —_— = — = — d
W= Ay 1 5 I /s
Pro thlovou rychlost pfirozené plati
2w

w = ? s
protoze za dobu T je urazeny tuhel cely kruh, neboli 27. Ze vztahu 6 také vidime, ze plati

v=wR.

Vsichni vime, Ze urazenou drahu spocteme jako s = vt. Podobné ale muzeme pomoci hlové rychlosti
spocist urazeny tihel
o(t) = wt.
Pokud tedy je w = § rad/s, tak tieba za 6 s Karel na kolotoci urazi tihel ¢ = 37, coz je jeden a pul otocky.
Ypsilonovou souradnici Karla tak muzeme psat jako

2
y(t) = Rsinp = Rsin(wt) = Rsin(27 ft) = Rsin (;t) .

Analogicky bychom v piipadé z-ové souradnice jen nahradili sinus kosinem.
Zkuste zapsat y-ovou souradnici Karla v zdvislosti na case, pokud se koloto¢ o poloméru 3m: a) otoci
jednou za 5 sekund, b) otoci trikrdt za sekundu c) otoc¢i 10X za minutu d) otoci o dhel 90° za dvé sekundy.
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Obrazek 24: Vliv parametru na graf funkce y(t) = Rsin(wt + ¢g).

5.4 Graf funkce sinus

Podivejme se nyni, jak bude v grafu vypadat y-ova soufadnice Karla, kdyz se bude otacet na ruznych
kolotoc¢ich riiznou rychlosti.

Vyjdeme ze situace, kdy se otaci na kolotoci o poloméru R 1hlovou rychlosti w = 5 s~!. Za sekundu tedy
udéla ¢tvrt otocky a jedna otocka pak trva T' = 4s. Na obrazku 24 vlevo nahofe vidime nam jiz znamy graf.
Celou vinku graf udéla za 4 s, tedy za dobu jedné periody T'.

Kdyz bude thlova rychlost otdceni dvojndsobnd, w = ws~!, tak za jednu sekundu koloto¢ udéld piil
otocky (obrézek 24 vlevo dole). Perioda bude poloviéni, T = 25, a celou vinku graf udéld za poloviéni dobu.
Kopecky grafu jsou pak nahusténéjsi. Kdyby naopak byla uhlova rychlost mensi a perioda delsi, tak budou
kopecky tidsi.

Pokud by Karel uz na zacatku méteni casu, tedy v ¢ase t = 0, byl néjak pootocen od vychozi pozice o uhel
o, tak by slo psat

y(t) = Rsin(wt + pg)

Pokud je toto pocateéni pootoceni kladné ¢&islo, tak to je jako kdyby se Karel zacal otdcet uz nékdy diive a
v ¢ase 0 uz mé néco 'nadélano’. V obrazku 24 vpravo nahofe je situace, kdy v pocatku méfeni ¢asu byl uz
Karel pootocen o thel 7 = 45°. Proto je graf posunuty doleva, jakoby zacal s predstihem. Kdyz by naopak
o bylo zaporné ¢islo, tak se graf posune doprava. Jelikoz vodorovnd osa urcuje ¢as, tak posun grafu doleva
¢i doprava nenf o hodnotu o = 7, nybrz o ¢as, jak dlouho trvé urazit tento 1hel, tedy o

At =70 — 1s
w 2
Nakonec pokud by koloto¢ mél jiny polomér, tfeba mensi, tak hodnoty y-ové soufadnice Karla budou
dosahovat mensich hodnot a graf se snizi (obrdzek 24 vpravo dole).
Nyni tedy rozumime tomu, jak jednotlivé parametry ovliviiuji vzhled grafu funkce y(t) = Rsin(wt + ¢o).
Podobné by tomu bylo pro kosinus. K funkci by mohl ptibyt jesté jeden parametr, a sice yg, ktery by znacil
ypsilonou souradnici stfedu kola, ¢i jinak fe¢eno vysku stfedu kola. Funkce by pak méla tvar

y(t) = Rsin(wt + o) + 4o -

Graf funkce by se jednoduse posunul o hodnotu yy nahoru.

Pokud bychom nékde vidéli, ze mame vySetfit, jaky vliv maji jednotlivé parametery na prubéh funkce
y(z) = Asin(bx + ¢) + d, tak se nenechdme zmdst, protoze to je tplné to samé, jako jsme pravé udeélali. Jen
misto R je A, misto w je b, misto g je ¢ a misto yo je d.

Jako cvicend se pokuste: a) Nakreslit graf y-ové souradnice Karla, pokud se toé¢i na kolotoci o poloméru
2 metry a jedna otocka trvd 3 sekundy. b) Nakreslit graf y-ové souradnice Karla, pokud se toci na kolotoci
o poloméru 2 metry a za jednu sekundu se otoéi o 60°, pricemz na zacdtku byl jiz pootocen o ihel 90°. ¢)
Nakreslit graf funkce y(z) = 5sin(2x 4+ 1) — 2. d) Zapsat rovnici funkce, kterou vidite na obrdzku 25.
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Obrazek 25: Cviceni: Zapiste predpis funkce v grafu
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Obrézek 26: Reprezentace sinusovky fazorem

5.5 Fazory

Karle, pojd si zahrdt slovni fotbal! Zadonila Dora. Nechci. Cheipdk. Pdka. Kazisvét. Svétlo. Lotr. Trefa.
Fdzor. Prohrdlas, to slovo neexistuje! Posmiva se Karel. Existuje, tys prohrdl!, a smdla se, aZ se za biicho
popadala.

Funkce y = Asin(wt 4 ¢p) je charakterizovana tfemi parametry: amplitudou A, tihlovou frekvenci w a
pocéatecni fazi ¢y. K funkci muzeme nakreslit jeji graf. Tuto funkci ale muZeme reprezentovat i v obrézku
pomoci takzvaného fazoru (obr. 26). Slovo fazor vzniklo spojenim slov fdze a vektor. Délka vektoru odpovida
amplitudé funkce A. Otoceni vektoru v obrazku pak odpovidd pocateéni fazi ¢g. Koncovy bod vektoru se
pak otac¢i po kruznici o poloméru A thlovou rychlosti w. Hodnota funkce y je pak dana jako vertikalni poloha
koncového bodu fazoru. Fazory se velmi hodi ve chvili, kdy chceme sé¢itat nékolik funkei sinus. Tyto funkce
si totiz muzeme nakreslit jako vektory (fdzory) a séitat je, coz si umime hezky graficky predstavit. Piiklady
vyuziti reprezentace pomoci fazoru si ukazeme zdhy.

5.6 Prudkost kopce sinus

V sobotu Karel a Dora vyrazili na vylet do Krkonos. Oba totiZ miluji hory. Stdli na zacdtku trasy a naskytnul
se jim krdsny pohled na cely hieben, ktery budou prechdzet. Podivej, Karle, ten horsky hreben vypadd jako
funkce sinus! tetelila se Dora. Pravdu dis, odvétil Karel po staru, jak slysel v jednom filmu. Ale podivej, kdyz
jsi na vrcholku, tak je tam skoro rovinka, stejné jako v sedlech mezi vrcholy. Nejvétsi namaha nds ale cekd
prdave mezi vrcholem a sedlem, tam byvaji svahy nejprudsi. . .

Graf funkce sinus vypad4 jako kopcovité prostied{ (pohoii), kde pofdd chodime nahoru a doli. Projdéme
se po téchto kopcich zleva doprava a sledujme, jak se v prubéhu prochdzky meéni prudkost svahu, po kterém
zrovna jdeme. Prudkost kopct popsanych jako y(z) budeme znacit y'(x). Pro funkei y = sinz v nejprudsich
mistech pfi posunu o kousitek Az doprava se posuneme o stejné velké Ay nahoru (obrazek 27). Prudkost
svahu je pak
) By

= =1.
Ax

Y
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Obrazek 27: Prudkost zmény funkce sin x a funkce sin 2.

V nejprudsich mistech z kopce je prudkost stejna, ale protoze ztracime vysku, tak tam prudkost bude zaporn4,
-1. Na vrcholcich kopcu je svah docela mirny a na tplném vrcholku jakoby to byla skoro rovinka, tedy prudkost
0. Mezi témito diskutovanymi misty se prudkost plynule méni. Muzeme tak vynést pfiblizny graf prudkosti
svahu v zdvislosti na misté, kde se nachazime. Graf podeziele vypada jako kosinus cos z, ale neméme pro to
zatim zadny dukaz. Nicméné budeme nyni vérit, ze to skutecné je kosinus.

Co by se stalo s grafem prudkosti svahu, kdyby kopecky byly dvakrat vyssi, tedy y = 2sinz? Zjevné
budou prudkosti také dvakrat vétsi, y' = 2cosz.

Co kdyby kopecky byly dvakrat blize u sebe, tedy y = sin 227 Pak vidime, ze prudkosti také vzrostou a
plati ' = 2 cos 2z.

Co kdybychom pohofi posunuli celé doprava nebo doleva, tedy y = sin(z+x()? Pak se velikosti prudkosti
nijak nezméni, jen se samoziejmé graf prudkosti posune spolu s pohofim, neboli y' = cos(z + o).

Kdyz to vse shrneme, tak pokud je pohofi popsidno vztahem

y = Asin(bx + ¢),
tak prudkost pohoti v zavislosti na poloze je dana jako
y' = Abcos(bx + ¢).
Pro prudkost zmény y-ové soutadnice pro otaceni kolotoce v ¢ase samoziejmé plati analogicky
y' = Rw cos(wt + o) -
Kdybychom si nakreslili pohoti ve tvaru funkce kosinus, kterazto je vlastné jen posunutou funkci sinu, tedy
y = Acos(bx + ¢)
tak bychom analogicky vyvodili, ze pro prudkost plati
y' = —Absin(bz + ¢) .

Jako cviceni urcete, pro kterd x je prudkost funkce %sin(?)x +2) + 1 rovna jedné.
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Obrazek 28: Velikost dostfedivého zrychleni

5.7 *Rychlost a zrychleni na kolotoci

Pfi ¢ekdnd na autobus ve Spindlerové mlyné si Dora a Karel §li ukrdtit chvili a zavzpominat si na neddvnou
ndvstévu détského hristé. Tentokrdt si na koloto¢ sedla Dora a Karel roztacel. . .
Dora se otaci na koloto¢i poloméru R thlovou rychlosti w. Diive jsme ukazali, ze jeji obvodova rychlost

mé velikost
v =wr

pricemz smér rychlosti je neustdle tecny ke kruznicové trajektorii.
Co zrychleni? Zrychleni odpovidéd ¢asové zméné rychlosti

L AU
i= <
Vektor rychlosti se méni smérem naznacenym v obrazku 28, takze vektor zrychleni mifi smérem do stiedu
otaceni (takzvané dostiedivé zrychlenf izce spojené s dostiedivou silou), vzdy kolmo na smér rychlosti. Mozné
si vybavite, ze plati

a=ww=wR.

Proc to plati? Opét napovi obrazek 28. Kdyz se polohovy vektor otoci o tthel Ay, tak se o stejny tihel otoci
i vektor rychlosti, jehoz velikost je v = wr. Velikost zrychleni je

— —

G- _ A
At At

=
Velikost zmény rychlosti Av ale prakticky odpovida délce oblouku, ktery opsal konec vektoru ¢, pokud A¢p
je velmi malé. Délka tohoto oblouku je patrné vAp. Proto

vAp 9
= vw = wr.
At

la| =

Timto jsme ukéazali platnost znamého vztahu pro dostiedivé zrychleni.
Podivejme se nyni, jak se v ¢ase chovaji y-ova soufadnice polohy, a y-ova slozka rychlosti a zrychleni.

Y-ova poloha Dory se méni jako
y = Rsinwt.

7Z obrazku 29 je patrné, ze pro y-ovou slozku rychlosti plati
vy = vcosp = whlcosp
Konecné y-ova slozka vektoru zrychleni je

_ ; — 2 H _
ay = —asinp = —w*Rsinwt = —wy.
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t[s]
Obrazek 29: Poloha, rychlost a dostiedivé zrychleni pii pohybu po kruznici.
Jednotlivé funkce jsou vyneseny v grafu v obrazku.

My vsak vime, ze rychlost je derivaci polohové souradnice a zrychleni je derivaci rychlosti, neboli zrychleni
je druhou derivaci polohové soutradnice. Ziskané vztahy proto muzeme psat i takto

= Rsinwt
vy=y = Rwcoswt
ay=y" = —Rw’sinwt=—Rw’y

Tyto vztahy plati i pro rychlost a zrychleni kmitavého pohybu, ktery si rozebereme pozdéji. Zaroven si ale
muzeme vSimnout, Ze jsme timto ukédzali platnost vztaht pro prudkost kopce z predchozi kapitoly. Skuteéné
vidime, ze prudkost funkce sinus odpovida funkci kosinus a navic prudkost funkce kosinus odpovida funkci
— sin.

5.8 Sinus, kosinus a tangens malickych Ghla

-

Karle, kdybych ja byla funkce sinus, jakd funkce bys chtél byt ty, aby ses mi mohl co nejvice priblizit? zeptala
se lisdacky Dora.

Sinus, kosinus a tangens jsou funkce s komplikovanym pribéhem. Nepati{ mezi algebraické funkce, coz
znamens, ze neni mozné napi. sin(z) vyjéddiit pomoci konetného poctu jednoduchych operaci jako séitdni,
nasobeni, déleni, nebo umociniovani. Mnohdy se vSak hodi vyjadiit goniometrické funkce aspon pfiblizné
pomoci polynomu. Jinymi slovy chceme najit takovy polynom, aby

sin(x) & ap + a1z + asz? + aza’ . ..
Kdyz se podivdme na graf funkce sinus a tangens (obrazek 30 nahofe vlevo), tak vidime, ze v okoli po¢dtku
soufadnic jsou tyto funkce krasné kopirovany obyc¢ejnou linearni funkci y = x. To je nddhernd aproximace.
Kdyz jsou thly docela malé, tak v mnoha piipadech muzeme vyuzit priblizeni

siny ~tanx ~ x.

Samoziejmé z je uhel v radidnech, nikoli ve stupnich!

Pro jak velké thly jesté muzeme tuto aproximaci pouzit? To zélezi na tom, s jakou nepfesnosti jsme
ochotni se smifit. V grafu 30 vpravo dole vidime, ze pokud tolerujeme maximalni nepfesnost 5%, tak
aproximaci muzeme pouzivat do thlu o velikosti zhruba 30° pro funkci sinus a do thlu asi 20° pro funkci
tangens.

Graf 30 vpravo nahore zobrazuje funkci kosinus. Tu zjevné nejde vubec aproximovat funkci y = x.

Pokuste se prijit na to, jaky predpis ma kvadratickd funkce na obrdzku, kterd dobie aproximugje kosinus
pro malé uhly.

V obrézku je vidét, ze pro x = 0 je y(0) = 1 a tedy kvadratickd funkce obsahuje absolutni ¢len ag = 1.
Dale je patrné, ze zobrazena funkce je suda, tedy y(x) = y(—=z). Z toho plyne, ze hledany polynom neobsahuje
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linedrn{ ¢len, tedy a; = 0. Nakonec je vidét, ze y(2) = —1 = 1 — agz? = 1 — 4ay, odkud ziejmé ay = %
Aproximace funkce kosinus pro malé ihly je tedy

332

cosa ~ 1 5

7Z grafu procentudlni odchylky v obrazku 30 je patrné, ze tato aproximace kosinu je presnéjsi nez aproximace
sinu a tangensu funkci y = x. Je to proto, ze nyni uz se jedna o polynom druhého stupné, ktery je schopen
zachytit kiivost funkce.

Co kdybychom se ale pokusili najit néjaky polynom vyssiho stupné, ktery by lépe aproximoval funkci
sinus, tieba polynom tfetiho stupné? Takovy polynom skutetné existuje.

Z obrazku se pokuste urcit predpis pro kubicky polynom, ktery aproximuje funkci sinus v okoli pocdtku
soustavy souradné. MizZete se inspiroval dvahami provedengmi pro kosinus.

Hledany polynom ma absolutni ¢len nulovy, protoze funkce prochazi pocatkem souradné soustavy. Linearni
Clen x zustavé, protoze jen upfesinujeme piedchozi aproximaci. Bude polynom obsahovat kvadraticky ¢len?
Nebude, protoze funkce sinus je lichd. Hleddme tak koeficient ve élenu asz>. V obrazku vidime

y(z) = x4+ asx®
y(3) = —1,5=3+a33?
1
as = 76
a proto vylepSend aproximace je
3
sinx ~ x — r
6

7Z grafu je ziejmé, ze tato aproximace funguje velice dobfe pro hly az do jednoho radidnu.

Uvedené aproximace se ve fyzice zhusta pouzivaji. Moznd véas napadne, jestli by tfeba funkce sinus a
kosinus nesly aproximovat jesté lépe, kdybychom pouzili polynomy vyssich stupna (patého, sedmého ... ).
A skuteéng, jde to! Koho to zajima, necht si vyhledd heslo Tayloriv rozvoj & Taylorova Tada.

Zavérem jeste uvedeme jednu aproximaci, kterd sice nesouvisi s goniometrickymi funkcemi, ale velice ¢asto
se pouziva ve fyzikalnich tvahach. Na obrazku 31 si v§imnéte grafu funkce

y:\/l—i—xz(l—}—x)%.

V okoli bodu # = 0 jsou hodnoty odmocniny velmi podobné hodnotam zakreslené linedrni funkce.

Jaky predpis mad zakreslend linedrni funkce, kterd v okoli x = 1 aprozimuje funkci y =~/1+ x?

Hledand linedrnf funkce mé zjevné predpis y = 1 + §. Pro mald x, kde z < 1, lze proto mnohdy pouzit
aproximaci

1 1
y:\/1+x5(1+x)5%1+§x

Neugjde nasi pozornosti, Ze aproximace je ve tvaru (1+x)P =y = 1+px. Zamyslete se, jestli takovd aproximace
bude platit i pro jind ¢isla p nezli je %
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aproximace sin(x) a tan(x) pomoci y=x aproximace cos(x)
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Obrézek 30: Aproximace goniometrickych funkei polynomem.
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Obrézek 31: Aproximace funkce y = /1 + x linedrni funkcf y =1+ § v okoli z =0
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Obrazek 32: Goniometrické funkce pro dhly o, a £ 7, 7 — a.

6 Goniometrické vzorce

6.1 Zakladni vztahy

Nékteré ze zakladnich vztaht uz byly zminéné, ale nezaskodi je zopakovat. Vezméme si pravothly trojihelnik
s pfeponou délky 1. Délky odvésen pak jsou a = since a b = cos . Podle Pythagorovy véty je a®> + 0> =1 a
plati tedy vyznamna identita

sin? a4 cos’a = 1.

Z pozorovéani v jednotkové kruzmici (obrdzek 32) plynou néasledujici vztahy

cos(—a) cos(a)
sin(—a) = —sin(a)
sin(a) = cos(g —a)
sin(m —a) = sin(a)
cos(m — «) —cos(a)

6.2 Souctové vzorce

Vsichni to zname z néjakého grafického pocitatového programu: méame néjakou Sipku, kterd zac¢ind v bodé
[0,0] a konéi v bodé [z,y]. Ve fyzikdlné-matematické hantyrce bychom fekli, ze je to vektor, ktery lze
zapsat ve slozkach jako &= (x,y). Aby se ndm to nepletlo, slozky vektoru si vSak radsi oznacime jako a, b:
¢ = (z,y) = (a,b). Tuto sipku (vektor) chceme otocit kolem jejtho po¢dteéniho bodu tfeba o thel g = 30°
oproti puvodni poloze. Program to hravé zvladne. Jenze program nejdiive musi vypocitat novou polohu
koncového bodu [/, y']. Jak to udél4?

Pro jednoduchost si vezméme Sipku délky ¢ = 1. V pocateéni poloze je usetka uz oto¢end o hel a vuci
vodorovnému sméru (osa x). Jiz vime, ze poloha koncového bodu pak lze napsat jako

[,y] = [cosa, sinq].

V nové poloze bude tihel odchyleni od vodorovného sméru roven « + 8 a novy koncovy bod proto bude mit
soufadnice

[2",y/] = [cos(ar + B),sin(a + B)] .

V obrazku 33 je situace znazornéné.
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1@ [, ¥]

x"=cos(a+p) =acosf —bsinf =cosacosf —sinasinp
y' =sin(a + f) = asinf + bcosff =cosasinf +sinacosf

Obrazek 33: Odvozeni souc¢tovych vzorcu

Vektor ¢ muzeme napsat jako souet dvou vektoru @, b , z nichz prvni mii{ jen do sméru x a druhy jen
do sméru y. Kdyz oto¢ime horizontalni vektor @ o délce a = cos a o tihel 3, dostaneme vektor

d = (acos f,asin B) = (cos acos 3, cos asin 3) .
Kdyz naopak otoc¢ime vertikalni vektor b o délce b = sin opét o thel 8, dostaneme vektor

V= (=bsin B,bcos 5) = (—sinacos B,sinasin j3) .

Po provedeném otoceni vektoru @, b je opét secteme a dostaneme tak otoceny puvodni vektor ¢’ = @’ + V.
Soufadnice [2’,y’] konce otocené sipky pak dostaneme tak, ze secteme horizontaln{ slozky vektoru @', b" a pak
jejich vertikalni slozky. Nakonec mame

2’ = cos(a + B) = cos acos 3 — sin asin 3

y' = sin(a + ) = cos asin 8 + sin a cos 3
Tim dostavame slavné souctové vzorce

cos(a+ ) = cosacos f — sin asin 8 (7)
sin(a + ) = cos asin B + sin v cos 3 (8)

To je néjaké divné. Urcité jsme néekde po cesté udélali chybu. Coz takhle pro kontrolu ovérit vysledek pro
a=060°ap=30°7

1 V3 3 1
€0s(90°) = cos 60° cos 30° — sin 60° sin 30° == - - i - i -==0
2 2 2 2
11 V3 V3 1,3
. oy — o o . o o_ .= A S Z =1
sin(90°) = cos 60° sin 30° + sin 60° cos 30 535 + D) 4+4

Funguje to! 6
Dobre, mdme souctové vzorce. Existuje ale jeden vyznamny specidlni pripad. Jak lze s uZitim souctovych
vzorcu kompaktné vyjddrit sin(2a) = sin(a+ )¢ Tomu se Tekne vzorec pro sinus dvojndsobného argumentu.

Tupé dosadime do souctového vzorce, prosté bety nahradime alfami

sin(2a) = sin(a 4+ ) = cos asin v 4 sin & cos @ = 2sin « cos

6 Jen upozornim, ze pocitacovy program mé vsak soufadnice koncového bodu sipky ulozené jako dvojici [x,y]. Z pfedchoziho
postupu vyplyvéa, ze soufadnice nového koncového bodu pak dostaneme jako

2’ = xcospf —ysinf

xsin 8+ ycos B

/

To je zpusob, jakym program vypocitd otoceni Sipky.
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A to se vyplati pamatovat. Kdyz si pamatujeme tento vztah, tak si sndze vzpomeneme, jak vypadaji souctové
vzorce. Ve vzorci pro sinus jsou souciny sin krat cos a znaménko +.
Drive jsme si odvodili vztah pro vzddlenost dopadu pri Sikmém vrhu/kopu

203 cos asin a
g

To je sice pekné, ale je z toho vidét, pod jakym wuhlem o vzhledem k zemi musime hdzet, abychom dohodili co
nejdal? A do jaké vzddlenosti mi¢ doleti, kdyz ho hodime pod timto nejvghodnéjgim thlem?
Vztah muzeme piepsat
J vg - 2cosasina _ vg sin(20)
g g
Nejdél dohodime pti takovém thlu, kdy sin(2«) je maximélni. V argumentu sinu musf proto byt 2o = 90° a

tedy a = 45°! Hodnota sinu je pak 1 a maximalni délka hodu je

v
9

dmaz =

Jak by vypadaly vzorce pro rozdd whli cos(a — 8) a sin(a — )%
Vsude vyraz § nahradime vyrazem —Q@. Pak si uvédomime, ze kosinus je funkce sudd, tedy cos(—3) =
cos(B) a funkce sinus je lichd, tedy sin(—8) = —sin(8). Odtud pak jiz snadno

cos(a¢ — ) = cosacosf+ sinasinf

sin(e — ) = —cosasinf+ sinacosf

A umeél bys odvodit vzorec pro polovicéni argument, tedy pro cos § ¢

Vime, ze
2 2

cos2a = cos” o — sin” «

Proto musi platit i

N PN
cosa = cos” — —sin” —
2 2
Nynf sin § vyjadifme pomoci kosinu a upravujeme
! !
cosa = cos®— — (1 —cos® =)
2 2
o
cosa = 2cos®— —1
2
1+ cosa 5
————— = cos® =
2 2

|cosg| _ /14 cos«
2 2

Platnost vztahu je mozné vidét i z obrazku 34.
Nakonec pomoct souctovyjch vzorei ovérte vztahy z kapitoly 6.1.

6.3 Vzorce soucet-soucin
Karle, zkousel jsi nékdy secist souctové vzorce? Coze? No, secist vzorce

sinfae + ) = cosasinf+sinacosf (9)

sin(a — ) = —cosasinf +sinacosf (10)

Secteme-li tyto rovnice pod sebou, dostaneme
sin(a — B) + sin(a + ) = 2sina cos 8

Tomu se nékdy iika vzorec soucet-soucin. Vystupuji tam ¢isla o — 8 a o + 8. My bychom vSak spiSe chtéli
vztah pro soucet sin(x) + sin(y) pro libovolnd ¢isla  a y. Musime si vSak uvédomit, ze libovolnd dvé ¢isla x,
y jde napsat ve vySe uvedeném tvaru. Zkusme najit takova ¢isla a a 3, aby platilo

= a+p
- a-8
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A= /2(1+ cosyp) = 2|cos ¥|

fP/Z 2|(:(]sg| = A= \/(1 + cos)? +51112|,9
1 2| cos §| = \/] +2cos @ + cos? ¢ + sin®

sing 2
2|(:0.s§| = /24 2cosp
1 cos¢ Aeos £ = [aitse
2 2
o ‘.-?;| N 14 cose
coso| = \/ 2

Obrazek 34: Vztah pro kosinus poloviéniho argumentu.

Dokazete vyjadrit o a 8 pomoci x a y?
Nejprve rovnice secteme a dostaneme vyjadieni o pomoci z a y. Potom rovnice odec¢teme a dostaneme
vyjadreni 3.

0 — r+y
- 2
_ Ty

s o= 2

Vzorec soucet soucin tedy lze psat ve tvaru

Y cos(12Y)

sin(z) + sin(y) = QSin(m 5

Jak by vypadal vzorec, kdybychom chtéli soucinem vyjddrit
sin(x) + sin(z + §)?

Pouze dosadime za y = x 4+ § a dostaneme

) )
sin(x) + sin(x + 0) = 2sin(z + 5) 008(5)
Tento vzorec si podrzime v paméti, protoze ma zajimavé fyzikalni konsekvence.
Jako cviceni se pokuste odvodit, jak budou vypadat analogické vzorce pro

sin(x) — sin(x + §) COS T + CosY .

6.4 *Prudkost kopce sinus podruhé

V piedchozim jsme tvrdili, ze pokud méme kopcovity terén, tedy funkei y(x), kterd vypadd jako funkce sinus,
tak prudkost terénu v zavislosti na soufadnici x muzeme vyjadiit jako funkci kosinus. Kreslili jsme si obrazky
a vypadalo to rozumné, ale nepodali jsme dikaz.

Prudkost méfime tak, Zze se posuneme ve sméru osy x o maly kousicek Ax a sledujeme, o jak velky kousicek
Ay se zméni naSe vyska. Kdyz je Ay velkd oproti Az, tak fekneme, ze kopec je prudky, neboli prudkost
definujeme vyrazem prudkost = %. Kdyz jdeme do kopce, tak je prudkost kladna a z kopce je zapornd,
protoze Ay je zédporné. Méjme funkci y = sin(z). Prudkost na libovolné soufadnici x pak lze vyjadrit

Ay  Asin(z)  sin(z + Az) — sin(x)

Az Ar Ax (11)

prudkost|[sin(z)]
Zde vyraz sin(xz + Az) rozvineme pomoci souctového vzorce, kde a > x, 8 <> Az

sin(z + Az) = cos(z) sin(Az) — sin(z) cos(Ax)
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Obrazek 35: Prudkost funkce pro dané x, neboli jeji derivaci v tomto bodé, definujeme jako podil %, pricemz
Ax bereme co nejmenst.

Ted vezmeme v potaz, ze Ax je jen co nejmensi posun, tedy je to ¢islo skoro nulové. Diive jsme zavedli
uziteéné aproximace pro velmi maly argument:

sin Az = Az cos(Ax) ~ cos0 = 1.

Potom
sin(z + Ax) & cos(x)Az + sin(x)-

Toto zasuneme zpét do vztahu (11) pro prudkost

prudkost[sin(x)] = sin(x + AAxa)j — sin(z) ~ cos(x)Ax +le(x) — sin(z) _ COSX;AI — cos(a)

Skutecné jsme tak potvrdili predchozi tvrzeni, ze prudkost funkce sinus odpovidé funkci kosinus. Jak jiz bylo
Feceno, zapis prudkost[f(x)] se obvykle zkracuje na f'(x).

Co kdybychom stejny postup provedli pro funkci kosinus a chtéli bychom védét, jakou funkci lze vyjdadrit
jegi prudkost? Co by vyslo?

Obdobnym postupem bychom dostali, ze prudkost cos z lze vyjadrit jako —sinz. Vsimnéme si znaménka
minus.

Mame zde zajimavé pozorovani: Prudkost zmény sinus je kosinus. Prudkost zmény kosinu je -sinus.
Prudkost zmeény prudkosti zmeény sinu je proto -sinus. Prévé tato vlastnost déla funkci sinus mimotradné
zajimavou pro fyziku. Nastinfme pro¢: Casovou prudkost zmény polohy nazyvame rychlost. Casova prudkost
zmény rychlosti je zrychleni. Zrychleni mé ve fyzice mimofadny vyznam, protoze vystupuje v Newtonove
pohybovém zakonu. Prudkost zmény oznacujeme jako derivaci. Jde tedy Tici, ze rychlost je ¢asova derivace
polohy a zrychleni je casova derivace rychlosti. Spojeni 'Prudkost zmény prudkosti zmény’ prelozime jako
"druhd derivace’ a tedy zrychleni je druhou ¢asovou derivaci polohy. Sinus je tedy funkce, jejiz druhd derivace
je opét sinus, ale se zapornym znaménkem. Jak se ukdze, existuje fada fyzikalnim systému, pro které plati,
ze zrychleni je umeérné zaporné vzaté hodnoté polohy. V takovém piipadé se systém pohybuje tak, Ze se
poloha méni v ¢ase harmonicky jako funkce sinus.
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sin? a + cos?

cos(a + )
sin(a + )
sin(2a)
cos(2a)

|cos%|

sin(z) + sin(y)

sin(z) + sin(x + 9)

6.5 Tabulka dilezitych goniometrickych vzorctu

1

cosacos S — sinasin 3
cos asin 8 + sin v cos 3
2sin acos v

cos? a — sin? «

1+ cosa
2

QSin(x;y)cos(x;y)

. 0 )
2sin(x + 5) cos(i)
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Obrazek 36: Elektromagnetickd indukce

7 Fyzikalni a jiné aplikace
7.1 Stridavy proud

7.1.1 Elektromagneticka indukce

Ukazu ti néco strasné zajimavého, je to skoro jako kouzelnicky trik. Dora na stul poloZila drdtek mnohokrdt
namotany na trubicku (neboli civku), magnet, apardt na mérend elektrického napéti neboli voltmetr a pdr
kabliku. Voltmetr pripojila ke koncum civky a vjznamné se na Karla podivala. Pak vzala do ruky magnet,
priblizila ho k civce a zacala jim pomalu otacet. V tom rucicka voltmetru zacala kmitat. Elektrické napéti
nejdrive narustalo, pak zase zacalo klesat, kleslo pod nulu, pak se zase zacalo rust a tak pordd dokola. Dora se
podivala jeste vijznamnéji. Vis, co to je? Karel jen zavrtél hlavou. Je to mala elektrdrna na vijrobu stridavého
proudu. Chvili tlaci elektrony jednim smérem, to pak ukazuje voltmetr kladné napéti a za chvili potom zase
tlaci elektrony druhym smérem a to pak vidime zdaporné napéti. Kdybychom si nakreslili do grafu napéti,
které ukazuje voltmetr v riuzniych casech, tak bychom dostali sinusovku treba jako na obrazku 36. Karel chvili
nerikal nic, ale pak vytuil, Ze se md zeptat — PROC?

Magnet, kterym Dora tocila, ma okolo sebe magnetické pole, které jde znazornit takzvanymi indukénimi
carami. Nebudeme nyni fesit, jak pfesné vypadaji indukéni ¢ary v okoli ty¢ového magnetu. Budeme si
predstavovat, ze dostavame rovnobézné indukéni ¢ary. Kdyz Dora tocila magnetem v okoli civky, tak
vytvarela to¢ivé magnetické pole, tedy smér indukénich ¢ar se otaci. Stejné tak kdyby tocila civkou v ne-
hybném magnetickém poli, tak se vuci civce bude smér magnetického pole otacet, a tyto situace jsou ekviva-
lentni.

Kdybychom si indukéni ¢ary predstavili jako proud vody, tak civkou protece nejvic vody, kdyz indukéni
¢ary miii ve sméru osy civky. Kdyz budou indukéni ¢ary néjak na Sikmo k ose civky, tak protece méné
vody. Kdyz naopak indukéni ¢ary miii kolmo na osu civku, tak vnititkem civky nebude protékat zadnd voda.
S timto jsme se setkali jiz pfi studiu toku rybiéek obruci. Tento pomyslny prutok indukénich éar civkou
oznacujeme jako magneticky indukéni tok a zna¢ime ®. Magneticky indukéni tok @ je tim vétsi, ¢im veétsi je
plocha prufezu civky, ¢im silngjsi je magnetické pole B a zdvisi také na tom, jak moc indukéni ¢ary mifi ve
sméru osy civky. Uplatiiovat se bude jen slozka magnetického pole B miifci ve sméru osy civky. Kdyz osa
civky a vektor B sviraji dhel «, tak pramét B do sméru osy je roven B cosq, jak je patrné v obrazku 36.

7 toho vyvodime, ze plati

® =BScosa, (20)

kde tihel o mezi osou civky a smérem indukénich ¢ar se postupné v ¢ase méni, jak se civka a magnetické pole
vuci sobé otaceji. Uhel otoéeni mizeme vyjadiit jako o = wt, kde w znaci, o jak velky thel v radidnech se
civka a magnetické pole vzajemné otoci za 1 s.

Jeden z nejvétsich experimentdtoru vsech dob, Michael Faraday, v 19. stoleti objevil, Zze mezi konci civky
vznikd elektrické napéti U ve chvili, kdy se méni magneticky indukéni tok vnitikem civky, a ze ¢im je v Case
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zména toku ® prudsi, tim je indukované napéti vétsi 7

o
dt’

kde pismeno d je synonymum ke znaku A, ktery obvykle znaéi zménu, pficemz zduraziuje, ze zména casu je
vzdy jen malicka.
Kdyz v okoli civky mame otacivé magnetické pole, tak do posledniho vztahu dosadime za ® ze vztahu

(20) a dostavame

U_ _ d(BScosa) _ _BSd(cos a)
dt dt

S postupnou zménou « se tok ® méni podle funkce kosinus. Indukované napéti odpovidéa prudkosti zmény
toku v ¢ase. Nakreslime si funkci kosinus a predstavime si, ze je to profil néjakého terénu, kopce, po kterém se
postupné prochazime zleva doprava. Sledujeme, kdy je terén nejprudsi a kdy nejméné prudky, tedy sledujeme,
jak bude namahavé danym mistem prochazet. To uz jsme ale preci délali! Prudkost funkce kosinus vypadé
jako funkce — sin. Také jsme ukézali, ze prudkost funkce y = R coswt lze vyjadiit jako vy = —Rw sin wt.

Kdyz se vratime k civce a magnetickému poli a shrneme vse dohromady, tak

d®  d(BScosa) d(BS cos(wt))

T n = ¥ = BSwsinwt

Neni to nadhera? Indukované napéti se v ¢ase méni jako hodnota krivky sinus — chvili je kladné a chvili
zaporné. Napéti je pfimo imeérné velikosti magnetické pole B, ploSe prufezu civky S a thlové rychlosti
otaceni civky w. A toto je zaklad témér veskeré vyroby elektiiny na Zemi v tepelnych, jadernych, vodnich i
vétrnych elektrarndch — vedle velké civky se velkou rychlosti otdéi silny magnet pohdnény turbinou.® Stiidavé
napéti pak putuje do zasuvek v nasich bytech, kde se jeho okamzitd hodnota v case také méni jako funkce
sinus.

V elektrarnach jsou okolo otacejictho se magnetu rozmistény tii civky do hvézdice, kde kazda civka je
pootocena o 120° oproti predchozi civce. Kazdd civka tak produkuje stiidavé napéti popsané funkei sinus,
akorat napéti z jednotlivych civek jsou vuci sobé fazové posunuta.

7.1.2 Napéti v zasuvce

Vis Karle, jaké je napéti v zasuvce? No to nahodou vim — 220 V! Ale kdeze! Bejvdvalo! Je to 230 V, vysmdla
se Karlovi Dora. JenZe je to preci stridavé napéti, takzZe md kaZdou chvili jinou hodnotu. Tak 230 v je moznd
maximdlni hodnota? Neni to maximdlni hodnota, ale takzvand efektivni hodnota. Vysvétlim ti to. . ..

Napéti v zasuvce je stiidavé, coz znamena, ze mezi levou a pravou zditkou se napéti plynule méni z
kladnych hodnot do zapornych a zase naopak, ze v urcité chvili je napéti maximdlni a v urcité chvili zase
nulové. Napéti je tedy v kazdy okamzik jiné. Udaj 230 V oznacuje takzvané efektivni napéti. Je to napéti,
které by musel mit stejnosmérny proud, aby dodéaval stejny vykon, tedy napf. abychom stejnosmérnym
proudem ohtali vodu v konvici za stejnou dobu jako stiidavym proudem. Vykon proudu je dan jako soucin
velikosti proudu topnou spiralou konvice a napéti mezi jejimi konci. Velikost proudu je ale piimo imeérna
velikosti napéti — ¢im vétsi napéti, tim vétsi tece proud. Pro okamzity vykon stiidavého proudu pak plati:

P(t) =U(t) - I(t) = Unax sin(wt) - Tax sin(wt) = Unax Tmax sin(wt)
Graf funkce sin’ (wt) je v obrazku 37. Je vidét, ze jeji stfedni hodnota je %, protoze obdélnik o vysce jedna
polovina bude mit stejny obsah jako je obsah plochy pod nasi funkci. Stfedni hodnota vykonu P pak je
_ 1 1 1
P = 7UmaxImax = 7Umax N\ =
( 7 )+ ( 7

2
Z posledniho vyrazu je patrné, ze pokud bychom méli stejnosmérné napéti a proud o velikostech

2 2
Uef = £Uvmax» Ief = g—[max;

2

Imax)

tak by vykon byl stejny jako v piipadé stiidavého proudu. Vztah mezi efektivni a maximdalni hodnotou

stiidavého napéti je tedy
2 2
Unax = —=Uess = — - 230V = 325 V.
V2 T2

Napéti v zdsuvce proto dosahuje maximalni hodnoty 325 V.

"Nebudeme se zde zabyvat tim, pro¢ je ve vztahu jesté znaménko minus, ¢tendfe odkdzeme na nastudovéni Lenzova zdkona.
8Pouze fotovoltaické solarni elektrarny vyuzivaji k vyrobé elektrického proudu jiny princip.
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Obrazek 37: Stfedni hodnota funkce sin? z.

7.1.3 Fazové a sdruzené napéti

Byl hezky jarni den a Karel se nabidl, Ze w Dory za domem bude kydat hnij. Podivej, néco ti ukdzu. Vis,
kolik zdirek md zdsuvka? Zeptala se Dora. To vim, dvé zditky s fdzovym a neutrdlnim vodicem a jeden
zemnici kolik. Odpovédél sebevédomé Karel. Tak se podivej na tuhle zdsuvku, a Dora odklopila vicko zdsuvky
na sténé chléva. . ..

Uz jsme si fekli, ze v bézné zdsuvce doma je mezi fdzovym vodicem (levd zditka) a neutrdlnim vodicem
(pravé zditka) ¢asové proménné sti{davé napéti, které jde popsat rovnici

u(t) = 325 sin(wt + ¢)

kde w = 27 f = 1007 rad/s

Kdo ma domek, tak ma mozna nékde u garaze zasuvku, kterd ma 5 zdifek: zemnici vodi¢, neutrdlni a tii
fazové. Ta se da pouzit na pohon silnych spotiebi¢u. Do této zadsuvky jsou do tiech zdifek piivedeny vSechny
tii faze. Napéti kazdé z téchto zdifek oproti neutralnimu vodici jde popsat vyse uvedenym vztahem, akorat
se kazda zditka lisi ve fazovém posunu ¢. Féaze stiidavého proudu jsou od sebe posunuté o 120°, coz vyplyva
z konstrukce AC generdtoru, kde jsou civky v kruhu posunuté o 120°. Fazové posuny jsou tedy postupné
0,27 /3,4 /3. Silny spotiebit je pak mozné zapojit mezi dvé fizové zditky. Rikdme pak, Ze vyuzivé sdruzené
napéti. Napéti, které citi spotiebi¢ jde potom vyjadrit jako rozdil napéti mezi témito dvéma zditkami, tedy

u(t) = 325[sin(wt) — sin(wt + ¢)]

kde ¢ = 27/3.

Jakou velikost ma amplituda sdruzeného napéti? Muzeme si pomoci obrazkem 38 s fazory, které zna-
zornuji jednotlivé sinusovky. Vypocet rozdilu napéti se pak redukuje na zjisténi délky strany pravotuhlého
trojihelniku.

Dokéazeme graficky vysledek potvrdit ¢isté pomoci goniometrickych vzorci? Muzeme vyuzit vzorec soucet-
soucin (18) a dostaneme

u(t) = 325[sin(wt) — sin(wt + ¢)]

= 325[sin(wt) + sin(—wt — ¢)]
3252 cos(wt + ¢/2) sin(—¢/2)]
= 2.325sin(—7/3) cos(wt + ¢/2)

- _9. 325? cos(wt + ¢/2)

= —325-V3cos(wt + $/2)

Amplituda sdruzeného napéti je potom 563 V, tedy /3 vétsi nez fazového napéti. Efektivni hodnota
sdruzeného napéti je opét v/2x mensi, nez jeho amplituda, pficemz 563/v/2 = 398. Casto se proto Fika,
7e se pak spotfebi¢ zapojuje na napéti 400 V, namisto obvyklych 230 V. Napéti je prosté vétsl faktorem /3.

7.2 Vlinéni

7.2.1 Rovnice postupné viny

Kdyz na vodni hladiné kmitdme micem, tak se od mice §iti vlna. Budeme nyni predpokldadat, ze tvar viny je
sinusovka, i kdyZ to neni iplné pravda. Mi¢em kmitdme nahoru a dolu, pficemz jeho vychylka v ¢ase oproti
sttedni poloze je popsana rovnici

. 4
Ymic(t) = Asm(27r?) .
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Obrézek 38: Sdruzené napéti — napéti mezi dvéma fazovymi vodici. (obrézek zasuvky z webu obi.cz)

Reknéme, 7e perioda kmitédni mice je 1 s. Jiz vime, ze této periodé odpovida frekvence f = 1 s~! a tihlova
rychlost w = 27 s™1. VIna se po hladiné &fif rychlosti v, feknéme v = 2m/s. Kdyz udéldme fotku viny,
tak uvidime, ze vrsky vln jsou od sebe ve vzdalenosti A\. Této vzdalenosti dvou vrski postupné viny se Fika

vinovd délka. Vzdélenost dvou vrsku je vzdalenost, kterou vina urazi za jednu periodu kmitdni mice, tedy
A=vT.

Ve vzdéalenosti x = 5m od kmitajiciho mice je zalud, ktery se také houpe na hladiné a méni se tak jeho
vertikalni vychylka, kterou oznac¢ime y. Nez k zaludu dospéje vrsek viny vytvoreny micem, trva to dobu
At = x/v, v nasem pripadé tedy At = 2,5s. Budeme nyni predpoklddat, Ze vlna nesldbne (coz vlastné
nen{ pravda). Potom Zzalud bude kmitat se stejnou amplitudou jako mié¢, ale bude jakoby citit kmitdn{ mice
s ¢asovym zpozdénim tak, jak mi¢ kmital pred ¢asem At = 2,5s. Toto ¢asové zpozdéni zahrneme do rovnice

pro popis ¢asové vychylky zaludu
t— At
= Asin | 2
y sin < T >

Casové zpozdeéni ale zavisi na vzdalenosti = zaludu a rychlosti postupu viny v. Za Gasové zpozdéni dosadime
x/v a vzapéti si vzpomeneme, ze A = vT, a tedy
t—xz/v
y(z,t) Asin <27r T/ )

y(z,t) = Asin (zn [; - ﬂ)

Vsimneme si, ze uz se jednd o zavislost na dvou proménnych, ¢as ¢ a vzdalenost x. Této rovnici se iika rovnice
postupného vinéni. V posledni rovnici vidime v argumentu sinu dva vyrazy, pficemz perioda v prvnim casovém
vyrazu hraje formalné stejnou roli jako vinové délka v prostorovém vyrazu. Slo by fici, ze vinové délka je
jakousi prostorovou periodou. Pro nasi konkrétni polohu zaludu x = 5m mame

y(t) = Asin(2nt — 5) .

Fazovy posun zaludu oproti mici je 57. Co to znamena? Uhel 57 je ekvivalentni thlu 7, tedy 180°. My vsak
z kapitoly 6.1 vime, Ze sin(a — ) = —sina. KdyZ je mi¢ nahote, tak je zalud dole a naopak. Zalud oproti
mici kmitd takzvané v protifazi.

Rovnice postupné viny ale pujde napsat i s pouzitim hlové frekvence w namisto periody t. Uvédomime
si, ze w = 2w /T. V analogii k tomu si muzeme zavést i novy vyraz pro prostorovou frekvenci k = 2m/\.
Tomuto ¢islu se nékdy tika vlnocet nebo vlnové ¢islo. Rovnici postupné viny pak jde psat kompaktné ve
tvaru

y(z,t) = Asin(wt — kx) . (21)

7.2.2 Scitani vinéni stejné frekvence s fazovym posunem

Dora a Karel se §li koupat k rybniku. Dora se vsak ani nesvlékla, jen si vyhrnula nohavice, vzala si dva
gumové mice a uz se sdpala do vody. V kazZdé ruce drZela jeden mi¢ a zacala jimi na hladiné kmitat nahoru
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Obrézek 40: Dva synchronné kmitajici mi¢e na vodni hladiné a kmitajici zalud opodal. Pozadi obrazku bylo
ziskano z videa kanalu Veritasium https://www.youtube.com/watch?v=Iuv6hY6zsd0

a dolu. Od micu se §irily viny. Viny na hladiné vytvdrely zajimavy pravidelny vzor. Podivej na ty Zaludy!
Vidis? Jeden se na hladiné houpe nahoru a dolu, ale tamhleten se nehoupe, jenom stoji, prestoZe k nému
prichdzeji viny od obou micu! Neni to nddhera? Je, vzmohl se Karel.

Dora v kazdé ruce drzi balon a synchronné s balény kmitd na vodn{ hladiné (obrdzek 40). Od kazdého
balonu se §if{ vlna. V urcitém misté na vodni hladiné je zalud. K zaludu doputuje vlna od prvniho i od
druhého mice. K druhému miéi to ale muze byt jinak daleko nez k prvnimu miéi, takze vlny k zaludu uz
nedospéji ve fézi, nybrz je mezi nimi fdzovy posun d. Pro fizovy posun plati § = 2n(La — L1)/A, kde AL; o
znaci vzdalenost od zaludu k prvnimu resp. druhému mici.

Muze se dokonce stat, ze od prvniho mice k zaludu dorazi vréek viny a zaroven od druhého mice k nému
dorazi dolik. Vlny od obou zdroju se tak v daném misté budou neustéle rusit a zalud pak vlastné bude na
klidné hladiné — viibec nebude kmitat nahoru a dolti, amplituda kmitdni bude nulova. Jinde je naopak misto,
kam vzdy vilny z obou zdroju dorazi ve fazi, tedy vrsky zaroven a pak doliky zaroven. Takové misto hladiny
bude kmitat hodné nahoru a doli — amplituda kmitani bude dvojnasobné. Nepiekvapi nds, ze v prvnim
piipadé ruseni vln musi jejich fdzovy rozdil byt roven lichému poétu m, tedy 6 = (2k + 1)7, zatimco v druhém
piipadé je to sudy pocet § = 2kw. Pokud bude fazovy rozdil jiny nez jsou ndsobky 7, tak amplituda kmitan{
daného mista bude nékde mezi témito extrémy. Jedna se vlastné o s¢itani dvou sinusovek, které jsou vzajemné
posunuté, jak znazornuje obrazek 41.

Kmitani zaludu na hladiné lze vyjadrit jako soucet dvou sinusovek ve formé

y(t) = Asin(wt) + Asin(wt + )
Podle uzite¢ného vzorce soucet-soucin

sin(z) + sin(x + §) = 2sin(x + g) cos(g)

dostavame pro kmitani zaludu

y(t) = sin(wt)+ sin(wt + 0) = 2sin(wt + g) cos(g)
y(t) = 2cos g sin(wt + g)

Amplituda kmitani zaludu je ta ¢ast vyrazu, kterd neni zavisla na Case, tedy

1)
A =2cos =
cos 5
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Obrazek 41: Sé¢iténi sinusovek s fazovym rozdilem a ruznymi amplitudami.

A

b
™o
Il

A2 + A2 — 24, Ay cos(m — )
VA2 + A3+ 24, 4 cosd

=
b
Il

Obrazek 42: Séitani sinusovek s fazovym rozdilem.

Dosazenim § = 0 a § = 7 si rychle ovéfime, ze ziskand vyslednd amplituda odpovidd puvodnimu rozboru
situace. Takovy vysledek ale vidime i napravo v obrézku 41, kde jsme obé sinusovky reprezentovali fazorem.
Vyslednd amplituda odpovida délce vysledného fazoru. Ruzna mista na vodni hladiné tak kmitaji s ruznou
amplitudou v zavislosti na tom, s jakym fazovym rozdilem § do mista dospéji viny z ruznych zdroju.

Pokud by vés zajimalo, jak by se sé¢italy sinusovky s nestejnymi amplitudami, tak je to znédzornéno
v obrazku 42, kde je opét vyuzito zobrazeni pomoci fizoru. V takovém piipadé uz doplnény rovnobéznik
neni kosoc¢tverec a thlopficka proto nepuli thel a nejde pak vyuzit vztah pro kosinus poloviéniho uhlu. Ve
vypoctu se vyuziva kosinova véta, kterou se vsak budete ucit pozdéji.

7.2.3 Stojaté vinéni

Dora vyskladala do mikrovinky vedle sebe toustové chleby a zapnula ji. Po chvili zacal vychdzat husty dym a
velky smrad. Troubu otevrela, vyvalil se kour a vyndala toustové chleby. A hle, byly spdlené jen na urcitych
mistech, byly tam zuhelnatéelé puntiky ve vzddlenosti 6 ¢cm od sebe. Vidis, mikrovinka neohrivda rovnomérné.
Uvnatt vznikd totiz stojatd vina, takze elektromagnetické pole nekde kmitd hodné, tam se chleba spadlil, a néekde
zase vubec, chlubila se Dora svym vyjtvorem.

Generator elektromagnetického vlnéni v troubé vysila vlnu, feknéme smérem doprava, kterd se vSak od
protéjsi stény odrazi. Puvodni vlna mifici doprava se skldda s odrazenou vlnou mifici doleva. Odrazend
vlna se pohybuje prostorem opa¢nym smérem. Puvodni a odrazenou vlnu je proto mozné popsat rovnicemi
postupného vInéni

y1(t,x) = Asin(wt — kx)
ya(t, x) = Asin(wt + kx)
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Obrézek 43: Kmitny a uzly na stojaté viné

kde k = 27/ je difve zavedené vinové &islo.
Vyslednd vlna potom

y(t,x) = y1(t, ) + y2(t, x) = Alsin(wt — kx) + sin(wt + kx)]

To je vsak vyraz ve tvaru
sin(a — ) + sin(a + 8) = 2sina cos 8
kde a = wt a 8 = kx. Proto
y(t,x) =y (t, z) +y2(t, ) = Alsin(wt — kz) + sin(wt + k)]
= 2Asin(wt) cos(kx)
2A sin(wt) cos(?w%)

Pokud se podivame do néjakého konkrétniho mista x, tak zde v ¢ase dochazi ke kmitani s ihlovou frekvenci
w, jak je popsdno ¢lenem sin(wt). Amplituda kmitdn{ v tomto misté je uréena vyrazem

124 Cos(27r§)| .

Pro kterd x nabyvd tato amplituda kmitini mazimdlng hodnoty?
Je to pro takovd z, kdy | cos(kx) = 1|, to jest pokud

x
2 —_ =
7r)\ nw,

kde n je néjaké celé cislo. A tedy
x=n\/2.

Takovym mistum fekneme kmitny a jejich vzdjemnd vzdalenost je A/2.

Existuji naopak néjaka mista, kde je amplituda kmitani nulova, kde vlastné ke kmitani nedochazi? Ano,
je to v mistech, kde cos(kz) = 0, coz plati pro z = (n+ 3)A/2, kde n je libovolné celé &islo. Takovym mistim
s nulovou amplitudou fekneme uzly a jejich vzajemnd vzdélenost je opét \/2. Situaci zndzornuje obrdzek 43.

Generator mikrovlnné trouby produkuje elektromagnetické vinéni na frekvenci f = 2,45GHz. Pii
rychlosti svétla ¢ = 3 x 103 m/s to odpovidd vinové délce A = ¢/f ~ 12cm. Vzdélenost mist s vysokou
intenzitou ohfevu je proto polovina vlnové délky, tedy 6 cm.

Stojaté vlnéni mé ve fyzice obrovsky vyznam. Stojaté vinéni vznikd na strundch hudebnich néstroji a
umoznuje jim vydavat prijemny zvuk. V dechovych néstrojich zase vzniké stojaté zvukové vinéni v trubicich
a dutinach. V neposledni fadé toho vyuzivaji lidské hlasivky, které rozkmitavaji vzduch v dychaci trubici.
Tim to vsak nekonci. Elektrony v atomech a molekuldch lze pfipodobnit ke stojatému vinéni. Existuji totiz
mista v atomech, kde se elektron nemuze nachdzet — to jsou uzly stojatého vlnéni, a naopak mista, kde
elektron nalezneme s nejvétsi pravdépodobnosti, coz jsou kmitny elektronové viny.
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Obréazek 44: Vznik rdzu (¢ernd kiivka) s¢itdnim kmitdni o dvou blizkych frekvencich 100 Hz a 110 Hz (¢ervend
a modré kiivka).

7.2.4 Razy

Chees si poslechnout néco prijemného? zeptala se zdhadné Dora. Ano? wvyloudil ze sebe podeziivavé Karel.
Dora si na mobilu nasla webovou stranku s online ténovym generdtorem ° a pustila ton komorniho a, tedy
f1 = 440Hz. Nic zvldstniho. Potom ale oteviela druhou zdloZku a nastavila ton fo = 441 Hz. Vijznamné se
podivala a spustila i druhy ton. A co se nedélo! Z mobilu se zacalo ozyvat takové kolisavé houkdani. To je,
co? houkala nadsené Dora. To teda! odvétil Karel s neurcitym vyrazem.

Jak je to mozné? A co kdybychom zkusili smichat ton frekvence 440 Hz a 442 Hz - v ¢em by se situace
zménila? Proc¢ to tak je?

Zkusime odpovédét matematikou. Do ucha dorazi zvukové vinéni o dvou ruznych frekvencich. Zvukové
je jednoduché sinusovka. Nejprve si ale obycCejné frekvence prevedeme na uhlové frekvence: wy; = 2nf =
880mrad/s we = 2mf = 882wrad/s a rozdil je 6 = 2wrad/s. Sc¢itaji se kmitdni, kterd lze vyjadrit jako
y1(t) = sin(wt) a yo(t) = sin(jw + d]t). Ze vzorce soucet-soucin ale dostdvime

sin(wt) + sin(wt + 6t) = 2 sin(wt + gt) cos(gt)

Clen sin(wt + gt) popisuje rychlé kmitdni bubinku na frekvenci 8817 rad/s = 440,5 Hz, coz zpusobuje, ze
zase slysfme néjaky tén. Clen cos(%t) m4 daleko nizs{ frekvenci, pouhych 7 rad/s = 0,5 Hz, coz predstavuje
kolisani intenzity s periodou 2 sekundy, které nas zajimalo v prvni fadé. Hlasitéjsi zvuk ale slySime 1x za
sekundu, protoze z obrazku 44 vidime, ze zvuk bude nejhlasitéjsi, kdyz je cos v maximu nebo v minimu.

Kdyz zménime druhy tén na 442 Hz, tak § = 47 a ¢len cos(gt) bude mit dvojnasobnou frekvenci, tedy
1 Hz, a zhlasiténi pak nastane 2x za sekundu. Vidime tedy, ze ¢im jsou vstupni frekvence vzdélenéjsi, tim
je kolisan{ rychlejsi a ¢im jsou blize, tim je kolisani pomalejsi. VyzkousSejte si na vlastn{ usi, ze matematika
funguje!

7.2.5 *Interference na dvojstérbiné

Mas oci jako dvé stérbiny! posmival se Karel, kdyz ve dverich vidél Doru s opuchlyma ocima nejspis po
dlouhém ponocovani. No jo no, podarilo se mi ale zopakoval dvojstérbinovy experiment! pravila Dora
vitézoslavne.

Jedn4 se o historicky mimotadné vyznamny experiment. Méjme dvé malické tenoucké rovnobézné stérbinky
ve vzdalenosti b od sebe (obrazek 45). Ve vétsi vzdélenosti za stérbinkami je bild desticka, ¢asto oznacovand
jako stinitko. Na tyto stérbinky svitime koherentnim svétlem — to muze byt v moderni dobé laserovy paprsek

vétlo je vinéni o thlové frekvenci w. Za dvéma Stérbinkami bychom ocekéavali dvé svételné stopy. Avsak
svetelny obrazec na stinitku je mnohem zajimavéjsi: vidime mnoho svétlych prouzku a mezi nimi tmava

9https://onlinetonegenerator.com/
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Obrézek 45: Interference na dvojstérbiné

mista. Tento experiment byl nezvratnym dukazem, ze svétlo se chova jako vinéni. Kazda stérbinka se chova
jako samostatny zdroj svételné viny. Tyto Stérbinky jsou jako zdroje vlnéni ve fazi — kmitaji synchronné. Do
daného mista na stinitku dorazi viny z jednoho i druhého otvoru a tyto viny se se¢tou. V nékterych mistech
prichazeji tak, ze vzdy spole¢né piijdou jejich vrsky nebo jejich doliky. Tam se viny vzajemné posiluji a misto
je pak svétlé. Jinde spole¢né dorazi vriek z jednoho zdroje a dolik z druhého zdroje. Tam se vzajemné vyrusi
a v daném misté je tma.

Nakresleme si situaci. Stérbiny jsou ve vzdélenosti b od sebe, pFicemz polovinu této vzdalenosti oznacim
a = b/2. Ve vzdilenosti d od stérbin je stinitko. Vzdalenost Stérbin b musi byt malickd, fadové mikrometry,
zatimco vzdélenost je stinitku d je proti tomu mnohem vétsi, typicky desitky cm. Budeme tedy mit na
paméti, 7e a < d, neboli a/d < 1. Postupné se posouvdme po stinitku — ménime soufadnici y a zjistujeme,
jak se v daném misté sectou viny ze dvou ruznych zdroju. Velikost x se pohybuje fddové v milimetrech az
centimetrech. Nejdfive vyjadiime vzdalenosti daného mista od obou §térbin

L = (x —a)?+d?

la = (x +a)?+d?
Vytkneme d

(z —a)? x? — 2az + a?

(z + a)? % + 2az + a?

Pokud bude 22 < d?, tedy pokud stinitko bude relativné malé oproti vzdalenosti stinitka od §térbin, tak vyraz

2 2 2 . / o o . . . ol ney oy . . - P
(2% — 2ax + a?)/d? je vyrazné mensf nez 1. Diky tomu muzeme pouzit uzitecnou aproximaci /T +p =1+ &
a zbavit se tak odmocniny

z? — 2az + a?
i =~ d|—————+1

22 + 2az + a?
lo ~ d| ——m—+1
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Nyni vyjadiime rozdil vzdélenosti Al

2ax bx
Al:127l1%7:7

Drahovému rozdilu Al odpovida ¢asovy rozdil

Al bx
At=— = —|
c dc
kde c¢ je rychlost siteni svétla.
Do daného mista x tak dopadaji dvé vinéni a sc¢itaji se. Vychylku vlnéni 1ze popsat funkei

y(t) = sin(wt)+ sin(w[t — At])
y(t) = sin(wt)+ sin(wt — w%)

Jedna se tedy o soucet sinusovek o stejné frekvenci, ale s fazovym posunem wAt. Vyraz na pravé strané je
vsak ve formé

sin(z) + sin(xz — ) = 2sin(x — g) cos(g) .

Proto soucet sinusovek muzeme napsat jako souc¢in

bx
t) = si t i t—w—
y(t) sin(wt) + sin (w wdc)

y(t) = 2sin <w {t_ A;D o (“21750)

Sinusovy ¢len je ve viech mistech x stejny a vyjadiuje prosté ¢asové proménnou vychylku (elektrického pole).
Kosinusovy ¢len vSak zavisi na x a naopak nezavisi na ¢ase. Ovliviiuje tedy amplitudu vlnéni v daném misteé.
Intenzita svétla I v daném misté je dmérnd druhé mocniné amplitudy vinéni. Uvazime-li jesté, ze w = 2mc/A,

dostaneme
b b
I(x) o cos? <;¢lcx> = cos? (7;:5) .

Dostédvame tak prubéh intenzity osvétleni v zdvislosti na poloze x na stinitku. Prozkoumejme trochu tuto
zévislost. Cim je vétsi frekvence svétla w, tedy napf. kdyz zménime barvu z Gervené na modrou, tim
k sobé budou maxima funkce I(x) blize — prouzky budou hustéji u sebe. Podobné pokud budeme zvétsovat
vzdalenost stérbin, tak se také prouzky budou priblizovat k sobé. Naopak zmenseni vzdalenosti stérbin vede
k oddaleni prouzku, takze prouzky jsou od sebe snéze rozlisitelné. Pokud bychom na stérbinu posvitily bilym
svétlem, které obsahuje ¢ervenou, zelenou i modrou, tak kazdé barvé budou odpovidat prouzky trochu v jiné
vzdalenosti a vysledny obrazec na stinitku bude jakoby duhovy. Dostavame tedy zpusob, jak rozlozit bilé
svétlo do duhy, do spektra, na zdkladé interference svétla z vice zdroju. Akordt tento zpusob jesté musime
trochu vylepsit.

Co kdyby v desti¢ce nebyly stérbiny dvé, nybrz ¢tyii — k puvodnim dvéma by z kazdé strany pribyla jesté
jedna stérbina? V daném misté na stinitku se pak budou séitat ¢tyfi sinusovky ze ¢tyt zdroju, jak zndzortiuje
obrazek 46. Kazdou sinusovku je mozné reprezentovat jejim fazorem. Vidime, ze v misté, kde pfedtim bylo
polosvétlo, protoze se secetly dvé sinusovky s fazovym rozdilem 90°, tak nyni je iplnd tma, protoze se s¢itaji
sinusovky s fazovymi posuny 0°, 90°, 180° a 270° a zjevné se fazory sc¢itaji na nulu. Ve vysledku jsou prouzky
na stinitku uzsi nez predtim. Kdyz pridame dalsi a dalsi Stérbiny, tak se prouzky budou dal zuzovat az budou
velmi uzké. Pii osvétleni $térbin bilym svétlem se tak prouzky jednotlivych barev uz nebudou prekryvat,
nybrz budou krésné oddélené (situace pro piipad Sestndcti Stérbin je na obrdzku 47). Tento mechanismus
umoznuje rozkladat svétlo do spekter s velkou citlivosti a umoznuje tak tfeba presnou chemickou analyzu
ruznych slouCenin a nebo tfeba analyzu slozeni hvézd. V praxi byva stérbin vedle sebe stovky az tisice, ve
vzajemné vzdalenosti fadové mikrometry.

Pro¢ byl dvojstérbinovy experiment pielomovy? Jednoznacné dokazal, ze svétlo ma vlnovou povahu.
Pozdgji se ukdzalo, ze svétlo jde nahlizet jednak jako vinu, jednak jako proud éastic — fotonti. Tomu se fikéa
vlnové édsticovy dualismus. Kdyz foton muze mit vlnovou povahu, pro¢ by i jakékoli jind ¢éstice (proton,
elektron, atom), nemohla mit vlnovou povahu? Tato uvaha je zdkladem kvantové mechaniky, prelomové
teorie diky které chdpeme chovani ¢dstic na irovni atomu a molekul.
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Obrézek 48: Interference na odrazové miizce, napi. na povrchu CD.

7.2.6 Difrakéni mrizka

Dora drzela v jedné ruce cédécko, v druhé ruce laserové ukazovdtko a stoupla si jeden metr pred sténu. A ted
sleduj! Laserem zasvitila proti cédécku. Laserovy paprsek se odrazil a na sténé byla vidét stopa, jenzZe stopa
nebyla jedna, nybrz jich bylo nékolik na riznych mistech!

Jaktoze se laserovy svazek rozdéli a vidime svétlo vychazet v ruznych smérech? CD méa na povrchu
pravidelnou strukturu vrypu, mezi kterymi je urcita mald vzddlenost b. Pfi dopadu svétla na vryp se tento
chova jako zdroj svétla, ktery svétlo vysila vSemi sméry. Vrypy jsou v uré¢ité pravidelné malé vzdélenosti b od
sebe a povrch CD se tak chova jako difrakéni mtizka popsand v minulém odstavci. V urc¢itém misté na sténé
se skladd vlnéni vydavané vSemi osvétlenymi vrypy, kterych je mnoho. Jen v nékterych konkrétnich mistech
dojde ke konstruktivni interferenci, kdy vrsky vIn ze vSech zdroju dorazi do daného mista na sténé soucasné.
Ke kazdému vrypu je to od daného mista na sténé trochu jinak daleko. Pokud ale vzdéalenost ke kazdému
dalsimu vrypu bude o jednu vlnovou délku A vétsi nez k tomu predchozimu, tak se na sténé skutecné vzdy
soucasné sejdou vrsky vin. Velikost oblasti CD osvétlené laserem je malicka, fadové mm, coz urcuje efektivni
velikost nasi mfizky. Vzdalenost ke sténé je 1 metr, tedy nesrovnatelné vétsi, a vzdalenost y je asi 40 cm.
Vzhledem k tomu, Ze d a y jsou mnohem vétsi nez efektivni rozmér miizky, tak thel « je prakticky totozny
pro v8echny vrypy a vzdélenost od stopy na sténé k jednotlivym vrypum se pak 1lisi o

Al = bsina

Jak bylo fe¢eno, podminkou konstruktivni interference je, aby se do rozdilu vzdélenosti vesel cely pocet
vlnovych délek A
Al =bsina = kA (22)

kde k je néjaké prirozené ¢islo (obvykle nds vSak zajimé zejména k = 1 nebo k = 2).
Jaka je vzdalenost b jednotlivych vrypu na CD? Vyjadiime z predchoziho

kX ) Vd? +y?

sin « Y

VInova délka éerveného laserového ukazovatka je A = 650nm = 0,65 x 1075 m. Zajim4 nds takzvané prvni
interferenéni maximum, tedy k = 1. Jak bylo uvedeno, y = 1m, d = 0,4 m. Dosazenim dostaneme

=]
[
(=21

b=0,65x10"%m- 0’4 ~1,7%x10%m=1,7um

CD mé tedy na povrchu pravidelnou strukturu vrypu s rozestupy asi 1,7 mikrometri. To je také duvod,
pro¢ hraje duhovymi barvami — chova se jako difrakéni miizka a jako takové je schopna rozkladat bilé svétlo
do barev. Schopnost rozkladat do barev vidime i ze vztahu 22. Kdyz je dan rozestup vrypu b, tak ruznym
barvam, tedy ruznym A, budou odpovidat ruzné ihly «, pod kterymi bude vychéazet konstruktivni interference



Obrazek 49: Iridescence, neboli vznik duhovych efektu a barev na pravidelnych mikrostrukturach. Koléz
fotografif z https://en.wikipedia.org/wiki/Iridescence, licence Creative Commons.

Kdyz bude vinova délka mensi, tedy napf. modra namisto ¢ervené, tak bude o také mensi.

Je také patrné, ze kdyz se na miizku osvétlenou bilym svétlem budeme divat pod ruznymi uhly «, tak se
v daném sméru bude posilovat néjaka konkrétni vinova délka podle vztahu A = bsina. Kdyz se podivame
pod mensim thlem, tak se pozorovana barva zméni tieba ze zelené na modrou. Duhové efekty vznikaji nejlépe
praveé kdyz vzdalenost vrypu je fddové v mikrometrech. Jiz bylo fe¢eno, ze difrakéni miizky se vyuzivaji hojné
zejména v analytické technice. Tohoto principu rozkladu do duhy ale od nepaméti vyuziva i pfiroda: kiidla
motylu, krovky brouku, ptaéi pera, duhové zbarveni perlorodek, krasné odlesky opélt ... Ve vSech ptipadech
se jedna o takzvané strukturni barvy, kdy se dané misto nejevi barevné kvuli tomu, Ze by obsahovalo néjaky
pigment, ktery urc¢ité barvy pohlcuje a jiné odrazi, nybrz proto, zZe povrch méa pravidelnou mikrometrickou
strukturu — vroubky, lamely, vrstvicky. Tento jev se také nazyvé iridescence (obrdzek 49).

7.3 Mechanické oscilatory

7.3.1 Harmonicky oscilator

Dora méla zamyslenou naladu. Kdyby fyzika mél mit svého boha, tak by to asi byl harmonicky oscildtor,
premitala. Oscilace maji ve fyzice mimorddny vyznam a to i na urovni atomu a molekul, kde dochazi
k neustdlému kmitdnd atomi v molekuldch a prelévand elektronové hustoty z jedné strany atomu na druhou.
Harmonickd oscilace je ta nejhezci a nejcistsi oscilace, kde vychylka jde popsat prdvé funkci sinus ¢i kosinus.
Nejjednodussim a nejpruhlednéjsim prikladem harmonického oscilatoru je kmitajici zavazi na pruziné. A to
si ted rozebereme.

Pruzina je charakterizovana svou tuhosti, znac¢ime k. Dulezitou vlastnosti idedlni pruziny je to, zZe jeji
prodlouzeni roste pfimo umérné sile, kterd pruzinu natahuje. Pifimou iméru mezi velikosti sily a natazenim
Ize vyjadiit vztahem

F =kAL,

kde k je pravé tuhost pruziny a AL je prodlouzeni pruziny. Tuhost vyjadiuje, jakou silou bychom teoreticky
museli pusobit, abychom pruzinu natdhli o jeden metr. Takze muze tfeba byt & = 100 N/m. Vétsina pruzin
by se asi pretrhla, kdybychom je tolik chtéli natdhnout. Nicméné tuhost muzeme uré¢it i z mensiho natazeni,
prosté pusobime néjakou silou, tieba F' = 10N a zméiime, ze se tim pruzina prodlouzi tfeba o AL = 0,1 m.
Potom k = F/AL = 100N/m.

Na pruzinu zavésime zdvazi{ hmotnosti m (obrazek 50). Tim se pruzina trochu natdhne a dostane se do
rovnovazné polohy, kdy sila od pruziny smérem nahoru vyrovnava tihu zavazi mifici dolu. Tato rovnovazna
poloha pro nas bude vychozi. Kdyz se zavazi bude nachézet nad ni, tak budeme hovofit o kladné vychylce
y, kdyz pod ni, tak bude mit vychylka zaporné znaménko.

Kdyz pruzinu trosicku natdhneme a pustime, tak zavazi na pruziné za¢ne kmitat: nejdiive bude zrychlovat
smérem nahoru, pak projde rovnovaznou polohou a za¢ne zpomalovat az postupné zastavi v momenté, kdy
je pruzina nejvice stlacend. Potom za¢ne zrychlovat smérem dolu a takhle poirdd dokola.

Celkova sila na zdvazi v poloze y jde vyjadfit jako

F=—ky.
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Znaménko minus vyjadiuje, ze kdyz je pruzina natazend smérem dolu, tedy vychylka z rovnovazné polohy je
smérem dolu, tak sila pusobi opaénym smeérem, nahoru.

Druhy Newtonuv zdkon spojuje silu na zavazi a jeho zrychleni vztahem F' = ma. MuzZeme proto psat
ma = —ky, potazmo

k

a=—-——y.
m

Skvéle. Vychylka y se v prubéhu ¢asu méni a spolu s ni i zrychleni, které zavazi zaziva. Vyraz % je ale potad
konstantni, protoze je uréen vlastnostmi zavazi a pruziny.
Vzpomeneme si vSak, co plati pfi pohybu bodu po kruznici: Y-ova soufadnice pii pohybu po kruznici je
popséna rovnici
y = Rsin(wt) .

a y-ova slozka dostfedivého zrychleni je
ay = —w?y,

kde w je thlova rychlost otdceni. Tento vztah je ale podeziele stejny jako pro pruzinu: zrychleni je piimo
imérné souiadnici a mé opaény smér! Konstanta timérnosti pro pohyb po kruznici je C = w?, zatimco
v piipadé pruziny mame C = % Polohu zavazi na pruziné tedy pujde popsat funkci, kterd bude mit také
tvar

y = Asin(wt).

Uhlové frekvence pohybu je v piipadé kruznice odmocninou z konstanty imérnosti a stejné tak tomu musi

byt i pro pruzinu
[k
w=1/—.
m

Ve findle tedy pro vychylku zavazi na pruziné plati °

y(t) = Asin (\/Zt + gpo> .

7 naseho ptedchoziho studia prudkosti funkce sinus v kapitole 5.6 jsme schopni napsat i predpis pro
okamzitou rychlost a zrychleni zdvazi na pruziné.

y = Asinwt
v=1y = Awcoswt
a=y" = —Aw’sinwt=—Aw?y

Maximalni hodnoty rychlosti a zrychleni jsou pak patrné Aw a Aw?.

Jako cvicend se zamyslete nad ndsledujicim: Dora na dlouhou pruZinu zavésila pulkilové zdvazi a pruzina
se tim protdhla o 6 cm. Potom pruzinu se zdvazim natdhla o dalsich 10 cm a pustila. a) Jaky je predpis pro
vychylku y(t)? Za jak dlouho po vypusténi bude rychlost zdvazi maximdlni? Jaké bude mazimdlni zrychlend
zavazi? Pokud na zavazi bude sedét beruska, udéld se ji Spatné?

7.3.2 Kyvadlo

Karle, zdd se mi, Ze mds néjakou skrytou cernotu v dusi a rdda bych ji z tebe ted vymitila hypndzou.
Souhlasis? Mam na vybranou? zeptal se schliple Karel. Hypnoza bude provedena pomoci matematického
kyvadla, naceZ z kapsy vytdhla malou Zeleznou kulicku povéSenou na tenky rybdrsky vlasec a pocala s ni
kmitat ze strany na stranu. Bez mrkdni sleduj kulicku a premyslej proc. . .

Analyza pohybu kyvadla na zdkladé rozboru sil je ponékud oSemetnd a i v nékterych ucebnicich je
provaddéna chybné. Budeme se zabyvat takzvanym matematickym kyvadlem, kde veskerda hmotnost je
soustfedéna v bodé (malé kulicce) na konci kyvadla a kde zadvés mé zanedbatelnou hmotnost. Poloha kyvadla
je uréena thlem otoégeni ze svislé polohy ¢. Kyvadlo necht m4 zévés délky [ a hmotnost kulicky m.

Kulicka se pohybuje po ¢asti kruznice. Polohu na kruznici muzZeme popsat hodnotou s = ly, kterd
vyjadiuje vzdalenost po oblouku k poc¢atku soustavy souradné, ktery jsme polozili do nejnizsiho bodu pohybu
kyvadla. Sila pusobici na kulicku je sou¢tem gravitacni sily mg a tahové sily od lanka Fj.

10Situace s pruzinou by #la nahlédnout i vice matematicky. Vime, Ze zrychleni je druhou ¢asovou derivaci polohy, tedy plati
k
a=19y" =—-—y.
m
Chceme najit pfedpis pro funkci y(t), aby spliiovala tento vztah. Ale my uZ vime, kterd funkce tuto vlastnost spliiuje! Je to
sinus, protoze jsme difve ukdzali, ze sin(bx)’ = bcos(bz) a cos(bz)’ = —bsin(bz), a proto sin(bx)” = —b?sin(bx). V nasem
piipadé b? = k/m a dostdvame stejny vysledek jako na zdkladé srovnan{ s kruhovym pohybem.
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Obréazek 50: Harmonicky oscilator — zdvazi na pruziné

Gravitacnf silu 1ze rozlozit na dvé slozky, jednu ve sméru trajektorie (te¢nou), druhou kolmo na trajektorii.
Nérust rychlosti podél trajektorie zpusobuje jen teénd slozka, jejiz velikost je F' = mgsin¢. Tahova sila mit{
neustdle presné kolmo na trajektorii, takZze nezpusobuje zménu velikosti rychlosti. Tahovou silu je mozné secist
s opa¢né mifici kolmou slozkou gravitacéni sily. Vysledna sila mif{ ve sméru lanka a hraje roli dostfedivé sily,
tedy zpusobuje zménu sméru rychlosti — zakfivovani trajektorie.

Pokud je tihel ¢ maly, tak lze vyuzit aproximace

F = mgsin p = mgyp
Pro thel ¢ vsak plati ¢ = 7 a tedy
s
F= mgi
Podle druhého Newtonova zakona je
ma = F.

Podobné jako v piipadé pruziny i zde je smér sily opaény oproti sméru vychylky, coz zohlednim ptfiddnim
minusu pred silu. Pokud vyuzijeme aproximace pro malé thly a zbavime se tak funkce sinus, muzeme psat
pohybovou rovnici

s
mae = —mgy
_ //:_g

a=s ;S

Hleddme takovou funkci s(t), aby spliiovala tuto rovnici. To je vSak formdlné stejnd rovnice jako pro
pruzinu! Zrychleni, neboli druhd derivace vychylky s, je rovna minus konstanta krat tato vychylka. V
pfipadé pruziny tou konstantou byl vyraz %, v pifpadé kyvadla je to 4. Stejné rovnice maji stejné fesent,

takze lze uzaviit, ze ihlova vychylka kyvadla v zavislosti na ¢ase lze pro malé tihly pfiblizné popsat funkci

5(t) ~ Spax Sin <\/?+ ¢o>

kde tomuto kmitavému pohybu lze pfisoudit tthlovou frekvenci w = \/% a periodu kmitani

2 !
T=2"_or /L.
w g

Zde si musime uvédomit, ze ziskany vyraz w NENI dhlové rychlost pohybu kulicky Ap/At, kterdzto se
v prubéhu pohybu méni. Je to parametr kmitani dany periodou kmitani.

Kdyz si vezmeme vldkno dlouhé 25 cm, tak vyjde perioda skoro presné 1 s. Kdyz budete s sebou nosit
¢tvrtmetrovy provazek, nemusite nosit hodinky.!!

Jsou véci, které by si kaZdy mel aspon jednou za Zivot zkusit. Vytvorte si matematické kyvadlo a zkuste
na zdkladé mérent jeho periody urcit velikost gravitacniho zrychlent!

HVgimnéme si ale jesté jedné zajimavé véci. Vidime, Ze doba kmitu kyvadla nezdvisi na hmotnosti kulicky a nezédvisi ani
na tom, zda ho na zacitku rozkmitneme vice ¢i méné (pokud ho v obou pfipadech rozkmitneme jen do malého dhlu). Fakt,
ze kyvadlo kmita stejné rychle s lehkou i tézkou kulickou, je velice zajimavy. Je to ddno tim, ze se ndm ve vztahu vykratily
hmotnosti. Na tom se nezdd byt nic zajimavého, ale musime si uvédomit, ze m na levé strané vyjadfovalo hmotnost ve smyslu
lenosti vuéi urychlovani, zatimco hmotnost m na pravé strané vyjadrovala silu gravitace. To jsou pifeci dvé uplné odliné véci!
To, ze tyto dvé hmotnosti jsou ekvivalentni, neni vibec samoziejmé. Je to dulezitym vychodiskem Einsteinovy obecné teorie
relativity a hovoii se o takzvaném principu ekvivalence.
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Obrézek 51: Matematické kyvadlo

zadani reseni
z = rcosf
e - .
x = 7 sinf cos¢
\~~~ s N~~
X X

Obrazek 52: Sférické souradnice

7.4 Dalsi aplikace

7.4.1 Sférické souradnice

Vime, ze polohu v roviné miizeme popsat bud kartézskymi soufadnicemi jako dvojici ¢isel [z, y], nebo pomoci
poldrnich souradnic pomoci dhlu ¢ (azimutu) a vzdalenosti od pocatku r. To jsme probrali v kapitole 5.2.

Polohu mista na Zemi vSak popisujeme jesté jinym zpusobem, a sice pomoci zemépisné §itky a délky. Oba
tyto idaje se viak uvadi ve stupnich, nap¥. soufadnice hory Rip jsou 50.3867° N, 14.2895° E. Ve skutecnosti
tedy polohu mista na Zemi popisujeme pomoci dvou thla, zemépisné sitky, tedy thel od rovniku, a zemépisné
délky, tedy tihel od nultého poledniku (ktery z definice prochézi hvézdarnou v Greenwich).

Ve fyzice se zavadéji podobnym zpusobem takzvané sférické souradnice, kdy polohu bodu uréujeme pomoci
vzdalenosti od poc¢atku a pomoci dvou hli. Na rozdil od Zemé se vSak rovnobézkovy thel méfi nikoli od
rovniku, ale od pélu, jak je zndzornéno v obrazku 52.

Situaci vidite na obrdzku. DokdZete ze znalosti téchto whlu urdit kartézské souradnice v prostoru vzhledem
ke stredu Zemé?

Polomér zemékoule oznacme R. Z obrazku je patrné, ze vyska mista nad rovinou rovniku je z = Rcos#.
Polomér rovnobézky, na které dané misto lezi, je zfejmé r = Rsinf. Kdyz se na kouli podivame zvrchu tak,
vidime, ze soufadnice z, y vyvodime z rovnobézkové kruznice, na které bod lezi. Plati x = rcosp, y = rsin¢.
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Kdyz dosadime za r = R cos# tak ve findle mdme

r = Rsinfcos¢
= Rsinfsing¢
z = Recosl

Tyto prechody mezi kartézskymi a sférickymi soufadnicemi jsou velmi uzite¢né ve fyzice, pocitacové grafice
i pro navigaci pomoci GPS.

7.4.2 *p-orbital

Karle, pochopil jsi v chemii jak to bylo s tim p-orbitalem a co je to vubec ten orbital? Orbital je oblast ne-
Jpravdépodobnéjsiho vyskytu elektronu v okoli atomového jadra, pochlubil se Karel svymi znalostmi. A rozumis
tomu, co to znamend? Nikolivék.

Na stfedni skole se studenti seznamuji s pojmem atomovy orbital v pfedmeétu chemie i fyzika. Byva trochu
végne definovan jako oblast nejpravdépodobnéjsiho vyskytu elektronu v atomu. Tyto oblasti (orbitaly) mohou
nabyvat ruznych tvara a velikosti. Elektronu v riznych orbitalech také piislusi ruzna energie. Pfesné lze
ziskat tvar orbitali jen pro ten nejjednodussi atom — pro vodik s jednim elektronem. V zakladnim stavu se
elektron nachézi v orbitalu 1s. Ten je sféricky symetricky a ve skole byva reprezentovan kouli. Pokud je
elektronu néjakym zpusobem dodéna energie, tak muze elektron pfeskoc¢it do orbitalu s vyssi energii, napf.
do orbitalu 2p. Ten uz neni sféricky symetricky a jeho tvar je zajimavéjsi. Tvar 2p orbitalu ma velky vyznam
pro chemii. Biologicky nejzajimavéjsi prvky uhlik, dusik a kyslik maji nékolik valen¢nich elektronu praveé ve
2p orbitalech a specificky nesféricky tvar téchto orbitali umoziuje vznik vicendsobnych vazeb a urcuje tvar
a vlastnosti vznikajicich organickych molekul.

2p orbital byvd na tabuli a v u¢ebnicich ¢asto reprezentovén zjednodusené (53 vlevo). Uvedeny model
je vsak jen velice schematicky a neodpovida tplné realité. Co to vubec je orbital a jaky je skutecny tvar
p-orbitalu?

Slovo orbital je podobné slovu orbita, pod kterym si predstavime tieba kruznicovou trajektorii obéhu
planety kolem Slunce. Puvodné si fyzici skutetné predstavovali, ze elektrony obihaji jadro podobné jako
planety obihaji Slunce, a ze kazdému elektronu tedy lze prisoudit néjakou orbitu — trajektorii. Postupem
casu ale kvantova fyzika ukéazala, ze elektron v atomu nemd zadnou konkrétni trajektorii a ze navic ani
nelze elektronu prisoudit zadnou konkrétni polohu. Lze jen fici, Ze se elektron v néjakych polohach bude
vyskytovat s vétsi pravdépodobnosti nez v jinych polohéch. Elektrony v atomech jsou spise popisovany jako
stojaté viny (podobné jako jsme ukdzali, ze foton nejde popisovat jako kulicku, nybrz ze mé vlnové vlastnosti).
Zkusme tedy elektron popsat jako vinu. Jelikoz jadro mé tvar kulicky, tak je vyhodné popisovat elektrony
v okolf jadra pomoci sférickych soufadnic. Kazdému mistu prostoru v okoli jadra atomu pfisoudime velikost
vychylky této viny v daném misté. Tuto vychylku v zavislosti na poloze budeme znacit W. Velikost vychylky
je funkci soufadnic a fikdme pak, ze ¥ je vlnova funkce. Funkce ¥ muze nabyvat i zdpornych hodnot, jako
kazdé vychylka viny. Kvadrat hodnoty ¥ je vSak vzdy kladné ¢islo. Ukazuje se, ze pravdépodobnost vyskytu
elektronu v daném misté odpovidd pravé kvadratu vinové funkce: p = |¥|%. Vinovéa funkce elektronu ve 2p,
orbitalu se vyjadiuje ve sférickych soutradnicich

U(r,6,¢) = Cre"/? cos .

kde C urcita konstanta, kterou se zabyvat nebudeme.

Piedstavme si atom jako zemékouli. Nejvyssi hodnota ¥ je pro 8 = 0, to jest kdyz se nachdzime na
severnim pélu. Kdyz jdeme z pdlu smérem k rovniku, tak se cosf zmensuje az na rovniku dosihne nulové
hodnoty. Jdeme-li dal na jih, tak se hodnota za¢ne propadat do zapornych ¢isel. Pokud bychom byli tieba
na severnim pélu a zacali se prokopavat dovniti do Zemé, tak hodnota ¥ postupné poroste, az v urcité
vzdélenosti od stifedu Zemé dosdhne svého maxima. Kdyz budeme kopat dal ke stfedu Zemé, tak hodnota
U bude klesat a ve stifedu Zemé dosahne nulové hodnoty. Vidime, ze funkce ¥ vubec neobsahuje zavislost
na thlu ¢. To znamen4, Zze kdyz budeme v Praze a zatneme se pohybovat po rovnobézce tieba smérem na
vychod, tak se po cesté ¥ viubec nebude ménit.

Jak si muzeme v§imnout, tak hodnota vychylky ¥ nabyva kladnych i zipornych hodnot. Pravdépodobnost
vyskytu elektronu je vSak ddna druhou mocninou, p = |¥|2, a v daném misté je potom

p=|¥] =Cr?e " cos?0

Situaci muzeme znézornit na sfére. Nejvétsi pravdépodobnost vyskytu elektronu na sféfe je v oblasti pdlu,
zatimco na rovniku elektron urcité nebude, protoze cos 5 = 0. Smérem do stfedu Zemé se opét p nejdifve
postupné zvétsuje a od uréité chvile zase zmensuje. Hodnota p zavisi na r i . Rozfiznéme Zemi tak, ze
rovina Fezu obsahuje oba pdly i stfed Zemé a podivejme se, jak vypadd hodnota p uvniti (obrazek 53).
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Obrazek 54: Praumérné denni teploty v Klementinu v obdobi od 1.1.2016 do 31.12.2021.

Plochu, kterou budeme znézoriovat tvar orbitalu, pak muzeme definovat tfeba jako plochu (mnozinu
bodu), kde vechny body maji stejnou hodnotu hustoty pravdépodobnosti vyskytu p (?ekvihustotni plocha”).
Tato plocha pro nds predstavuje okraj/hranici orbitalu. V obrdzku je hezky vidét, jak vypadd mnozina bodu
se stejnou hodnotou p. Jsou to takové banaté presypaci hodiny. Tvar je o dost banatéjsi, nez jak se obvykle
znazornuje. Zajimavé je, ze v oblasti rovniku a ve stfedu atomu je pravdépodobnost vyskytu elektronu
nulovd. Chovani elektronu atomu jsme pfirovnavali ke stojaté viné. Ve stfedu atomu jakoby se nachézel
uzel tohoto stojatého vlnéni. Z tvaru p-orbitalu tak vyplyva charakter p-vazby, kterd je mimo osu spojujici
atomy, jak znazornuje obrazek.

7.4.3 Teploty v Klementinu

Dora s Karlem krdceli parnym odpolednem o lizali zmrzlinu. Karel myslel na Doru a Dora myslela na
globdlnt oteplovdni. Karle, vis, Ze v Klementinu se meéri teploty uz od roku 17759 Ano, to samoziejmé vim,
odvétil zkusené Karel. Podivej, tady je graf prumeérnych dennich teplot za poslednich Sest let. Muyslis, Ze by
Slo priblizné tici, Ze teploty se v prubéhu roku méni jako sinusovka?

Pokusite se najit predpis pro funkci sinus, kterd by priblizné proklidala zobrazovany graf (obr. 54)? Lze
vubec data proloZit grafem funkce sinus?

Od oka bychom pfiblizné mohli odhadnout piedpis funkce sinus. Pfesnd analyza ukazuje, Ze predpis
funkce, kterd nejlépe proklada data, je

t—104,3

t) =12,07+ 10,18 - sin | 2mr——r——
F6) = 12,07+ 10,18 sin (202 )
Vidime vsak, Zze zobrazeny graf funkce sinus prokldda experimentalni data pouze s velkymi vyhradami.
Podcenuje totiz letni maxima a zimni minima. Zobrazeny graf 55 byl ziskdn takzvanym fitovdnim pomoci
metody nejmensich ctverci. To je technika, kterd se ve fyzice pouzivéd neustdle. Obvykle se v8ak svéii pocitaci.

Doporuc¢ujeme vyhledat si podrobnosti.
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Obrazek 55: Prumérné denni teploty v Klementinu v obdobi od 1.1.2016 do 31.12.2021, prolozeno funkci
sinus.
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Obrazek 56: Vyska hladiny v jistém piistavu ve stdté Maine, USA.

7.4.4 Priliv a odliv

Splnil se Karluv sen! Travi letni prdazdniny s Dorou u more. V ¢ervnu uz se bdl, Ze vSechno pokazil, protoze
se zachoval jako pomatenec, ale Dora si toho nastésti asi ani nevsimla. Dékoval bohu, Ze s ni ted sedi na
pristavnim molu a nechdvaji si omyvat nohy chladivym pribojem. Karle, vis, jak casto prichdzi vysokd hladina
pri prilivu? Samozrejme, Ze vim, jednou denné! Odvétil triumfdlné Karel. Ne! Neni to tak, asi jsi zase néjaky
pomateny, jako tenkrdt v cervnu. . .

Némoinici a pracovnici pristavu nutné potiebuji védét, jaka kdy bude vyska hladiny pii prilivu a odlivu.
Zakladni znalost pravi, ze pfiliv (vysokd hladina) se opakuje kazdych 12 hodin. Zékladni perioda 12 hodin je
samoziejmé dana periodou otaceni Zemé kolem své osy. Pro¢ neni perioda ptilivu 24 hodin? Vybouleni vody
v dusledku pritazlivosti Mésice je na obou proté&jsich strandch zemékoule, takze béhem jedné otocky dané
misto na Zemi projde obéma vyboulenimi. AvSak neni to tak, ze by pokazdé byla vyska piilivu stejnd. Vysku
prilivu ovliviiuje fada faktoru, zejména pak vzajemné postaveni Zemé, Meésice a Slunce. Aby bylo mozné
vysku piilivu predpovidat do budoucnosti, je potieba zjistit, jakou matematickou funkei y(t) je popsana.
Pak za ¢asovou proménnou je mozné dosadit i néjaky ¢as z budoucnosti a predpovédét tak vysku prilivu.

Na obrazku 56 je zobrazena zdvislost vysky hladiny na case ve ctyrech po sobé jdoucich dnech v pristavu
ve stdaté Maine, USA. Pokuste se napsat matematicky predpis funkce y(t), kterd bude co nejlépe popisovat
vysku hladiny.

Stiedni vyska hladiny je 2 m. Hlavni komponentou je zjevné kolisani s periodou 12 h, s amplitudou asi
1 metr. Maximum je vSak stiidavé nizsi a vyssi. Vyss{ maxima jsou od sebe v intervalu 24 h. To naznacuje,
Ze existuje druhd komponenta s nizsi amplitudou (okolo ¢tvrt metru) a periodou 24 h. A skuteéné, hlubsi
analyza by ukézala, ze vyska hladiny je popsdna funkci

. t—3 . t—3
y(t) =2+ sm(27r?) +0,25 SIH(QTT)

Pokud byste se podivali na webové stranky https://tidesandcurrents.noaa.gov/, zjistili byste, ze
v kazdém sledovaném piistavu je vyska hladiny popsdna souctem nékolika desitek sinusovek, kde kazda ma
svou amplitudu a periodu (obrazek 58).

59


https://tidesandcurrents.noaa.gov/

1.0
E
> 0.51
£
S | |
© { |
= 0.0 , :
g | [ |
£ -05
[
>
>
-1.01
0O 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66 72 78 84 90 96
¢as [h]
Obrazek 57: Vychylka hladiny v jistém piistavu ve staté Maine, USA, rozklad do komponent.
Constituent # Name  Amplitude Phase Speed Description
1 M2 1.375 3172  28.984104  Principal lunar semidiurnal constituent
2 S2 0.208 3490 300 Principal solar semidiurnal constituent
3 N2 0.3 2883 2843973 Larger lunar elliptic semidiurnal constituent
4 K1 0.144 126.1  15.041069  Lunar diurnal constituent
5 M4 0.011 75.9 57.96821 Shallow water overtides of principal lunar constituent
6 o1 0.113 122 13.943035  Lunar diurnal constituent
7 Mo 0.014 48.4 86.95232 Shallow water overtides of principal lunar constituent
3 MK3 0.004 12.1 44025173  Shallow water terdiurnal

Obrazek 58: Nékolik prvnich harmonickych komponent (jednotlivé sinusovky) pro popis a predpovidani vysky
piilivu v piistavu Portland, USA. https://tidesandcurrents.noaa.gov/harcon.html?unit=0&timezone=
1&1d=8418150&name=Portland&state=ME
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Je zajimavé, Ze harmonické komponenty (sinusovky) na webu tidesandcurrents nejsou charakterizovdny
periodou, nybrz takzvanou rychlosti (speed) ve stupnich za hodinu. Jedna z komponent md napriklad rychlost
87° za hodinu. Jaky je predpis pro sinusovku popisujici tuto komponentu?

Je to jednoduché. Rychlost je vlastné tihlova rychlost, ovsem nikoli v radidnech, ale ve stupnich. Predpis
pro sinusovku pak je sin(2m S5t).

Rozklddani raznych komplikovanych funkei jako sou¢et mnoha sinusovek je ve fyzikalni a technické praxi
extrémné dulezity proces. Pokud se o tomto procesu budete chtit dozvédét vic, hledejte pojmy Fourierovy
rady, Fouriertv rozklad, ¢i Fourierova analyza. A¢ se to nezdd, tak s rozkladem do souctu sinusovek stoji a
pada prenos zvuku i videa a jsou na ném napiiklad zalozeny i kompresni algoritmy pro obrazky. Ve fyzice
jsou aplikace nedozirné, zejména v kvantové mechanice.
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8 Zaveér

Cilem préce bylo rozpracovat alternativnf piistup k vyuce goniometrickych funkei na stfedni skole z perspek-
tivy fyzika a nabidnout jiny thel pohledu na néktera témata zejména ucitelim, mezi jejichz aprobaci fyzika
nepatii.

Vyklad je fyzikalné motivovan a naopak je upozadéna formélni matematicka stranka. Préce se snazi
klast duraz na nékteré motivy, které jsou ve standardnich ucebnicich matematiky spiSe na okraji. Vénuje se
konceptim jako prumeét, tok plochou ¢i prudkost zmény funkce. V tématu vinéni je Ctenaf seznamen s ruznymi
pripady séitdni sinusovek, pricemz je vyuzivan koncept fazoru. Je také zafazena kapitola o aproximacich
goniometrickych funkci, které se ve fyzice hojné vyuzivaji. Duraz je kladen na pochopeni souvislosti mezi
otacivym pohybem a kfivkami sinus a kosinus. Domnivam se, ze nékterd z téchto témat pro ¢tendfe mohou
byt inspirativni.

Tato prace neni ucebnici, protoze navaznost jednotlivych témat neni zcela plynuld a nékteré pojmy
a koncepty nejsou zavedeny ¢i didakticky zpracovany. Presto jsem se snazil text koncipovat tak, aby
nahlizel na téma goniometrickych funkci jako na jednotny celek a tvofil postupny vyklad srozumitelny i
pro stiedoskolského studenta. Velka pozornost byla také vénovana tvorbé vlastnich ilustraci a vizualni ko-
munikaci se ¢tenafem. Prace se zaméfuje spiSe na vysvétleni principu nez na procvicovani 1atky.

Rozsah prace je vysoce nad béznym rozsahem zavére¢nych praci kurzu celozivotniho vzdélavani. Vzhledem
k tomu nejsou nékterd témata zpracovana tak podrobné ¢i precizné, jak by si moznd zaslouzila. K tématum
by také bylo vhodné doplnit vétsi mnozstvi uloh na procviceni. Doplnéni a didaktické vytiibeni prace mohou
byt predmétem dalsiho snazeni jiz mimo ramec kurzu celozivotniho vzdélavani.

Vycet témat pouzitych v praci neni ani zdaleka iplny, avsak snazi se byt do ur¢ité miry reprezentativni.
Jisté by také bylo zajimavé hledat riuzné aplikace goniometrickych funkei i mimo fyziku, napt. v jednoduchych
popula¢nich modelech nebo v ekonomickych cyklech. To vSak pfenecham jinym.

Mym celkovym dojmem z mnoha ucebnic je, zZe postradaji jistou miru hravosti. Znaéné usili jsem proto
vénoval zapojeni beletristického prvku v podani vypravécu Dory a Karla. Inspiraci jsem v tomto sméru cerpal
ze skvélé populdrné naucéné knihy Pan Tompkins stdle v 7i5i divi. Je na posouzeni ¢tenaie, zda tento déjovy
a dialogicky prvek pusobi spiSe pozitivné nebo spiSe rusivé. Jisté by toto propojeni mohlo byt provedeno
mnohem 1épe, nicméné se domnivam, ze by podobnd koncepce méla byt v ucebnicich a nauénych knihach
vice prozkoumaéna.
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